Метод узлов в задаче B3

5 марта 2012

Существует замечательная формула, которая позволяет считать площадь многоугольника на координатной сетке почти без ошибок. Это даже не формула, а настоящая теорема. На первый взгляд, она может показаться сложной. Но достаточно решить пару задач — и вы поймете, насколько это крутая фишка. Так что вперед!

Для начала введем новое определение:

Определение

Узел координатной стеки — это любая точка, лежащая на пересечении вертикальных и горизонтальных линий этой сетки.

Обозначение

[image: image1.png]



На первой картинке узлы вообще не обозначены. На второй обозначены 4 узла. Наконец, на третьей картинке обозначены все 16 узлов.

Какое отношение это имеет к задаче B3? Дело в том, что вершины многоугольника в таких задачах всегда лежат в узлах сетки. Как следствие, для них работает следующая теорема:

Теорема

Рассмотрим многоугольник на координатной сетке, вершины которого лежат в узлах этой сетки. Тогда площадь многоугольника равна:
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где n — число узлов внутри данного многоугольника, k — число узлов, которые лежат на его границе (граничных узлов).

Пример

Рассмотрим обычный треугольник на координатной сетке и попробуем отметить внутренние и граничные узлы.
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На первой картинке дан обычный треугольник. На второй отмечены его внутренние узлы, число которых равно n = 10. На третей картинке отмечены узлы лежащие на границе, их всего k = 6.

Возможно, многим читателям непонятно, как считать числа n и k. Начните с внутренних узлов. Тут все очевидно: закрашиваем треугольник карандашом и смотрим, сколько узлов попало под закраску.

С граничными узлами чуть сложнее. Граница многоугольника — замкнутая ломаная, которая пересекает координатную сетку во многих точках. Проще всего отметить какую-нибудь «стартовую» точку, а затем обойти остальные.

Граничными узлами будут только те точки на ломаной, в которых одновременно пересекаются три линии:

1. Собственно, ломаная;

2. Горизонтальная линия координатной сетки;

3. Вертикальная линия.

Посмотрим, как все это работает в настоящих задачах.

Задача [Диагностическая работа. Формат ЕГЭ]

Найдите площадь треугольника, если размер клетки равен 1 x 1 см:
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Решение

Для начала отметим узлы, которые лежат внутри треугольника, а также на его границе:

[image: image5.png]



Получается, что внутренний узел всего один: n = 1. Граничных узлов — целых шесть: три совпадают с вершинами треугольника, а еще три лежат на сторонах. Итого k = 6.

Теперь считаем площадь по формуле:
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Вот и все! Задача решена.

Ответ

3

Задача [Диагностическая работа. Формат ЕГЭ]

Найдите площадь четырехугольника, изображенного на клетчатой бумаге с размером клетки 1 см на 1 см. Ответ дайте в квадратных сантиметрах.
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Решение

Снова отмечаем внутренние и граничные узлы. Внутренних узлов всего n = 2. Граничных узлов: k = 7, из которых 4 являются вершинами четырехугольника, а еще 3 лежат на сторонах.
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Остается подставить числа n и k в формулу площади:
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Ответ

4,5

Обратите внимание на последний пример. Эту задачу реально предлагали на диагностической работе в 2012 году. Если работать по стандартной схеме, придется делать много дополнительных построений. А методом узлов все решается практически устно.

Важное замечание по площадям

Но формула — это еще не все. Давайте немного перепишем формулу, приведя слагаемые в правой части к общему знаменателю. Получим:
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Числа n и k — это количество узлов, они всегда целые. Значит, весь числитель тоже целый. Мы делим его на 2, из чего следует важный факт:

Площадь всегда выражается целым числом или дробью. Причем в конце дроби всегда стоит «пять десятых»: 10,5; 17,5 и т.д.

Таким образом, площадь в задаче B3 всегда выражается целым числом или дробью вида ***,5. Если ответ получается другим, значит, где-то допущена ошибка. Помните об этом, когда будете сдавать настоящий ЕГЭ по математике!

Специфика работы с логарифмами в задаче B14

22 февраля 2012

Вообще говоря, для решения задачи B14 с логарифмом надо знать две формулы:
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Первая формула — классическая производная натурального логарифма, вторая — производная сложной функции. Обратите внимание: в числителе стоит число k, это не опечатка.

Добавьте к этим формулам стандартные правила вычисления производных — и задача B14 решена:

(f ± g) ’ = f ’ ± g ’;
(c · f) ’ = c · f ’, c ∈ R.

В настоящих задачах логарифмы никогда не встречаются сами по себе. Поэтому обязательно приводите всю производную к общему знаменателю. Почему это важно, узнаете из примеров.

Задача

Найдите наименьшее значение функции на отрезке [0,5; 4]:

y = 2x2 − 4 ln x + 5

Решение

Находим производную:
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Выясняем, когда производная равна к нулю. Дробь равна нулю, когда ее числитель равен нулю. Имеем:

4(x2 − 1) = 0;
x2 = 1;
x = ±1.

Корень x = −1 не принадлежит отрезку [0,5; 4], поэтому нас интересует только x = 1. Кроме того, рассмотрим концы отрезка — числа 0,5 и 4. Итого три числа: 0,5; 1; 4. Поскольку требуется найти наименьшее значение функции, подставляем эти числа в исходную функцию:

y (0,5) = 2 · 0,52 − 4 ln 0,5 + 5 = 0,5 − 4 ln 0,5 + 5 = 5,5 − 4 ln 0,5;
y (1) = 2 · 12 − 4 ln 1 + 5 = 2 − 0 + 5 = 7;
y (4) = 2 · 42 − 4 ln 4 + 5 = 32 − 4 ln 4 + 5 = 37 − 4 ln 4.

В общем, выбирать особо не из чего. Ответ: 7. Потому что числа 5,5 − 4ln 0,5 и 37 − 4ln 4 иррациональны, их нельзя записать в виде конечной десятичной дроби.

Ответ

7

Задача

Найдите точку минимума функции:

y = 2x − 5 ln (x − 7) + 3

Решение

Снова считаем производную:
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Под логарифмом стоит линейная функция y = x − 7. Коэффициент при переменной x равен k = 1, поэтому в числителе никаких дополнительных множителей не возникнет — только множитель 5, который стоит перед логарифмом.

Поскольку требуется найти точку минимума, считаем нули числителя и знаменателя:

2x − 19 ⇒ x = 19 : 2 = 9,5;
x − 7 = 0 ⇒ x = 7.

Отмечаем эти точки на прямой, расставляем знаки производной между точками:
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Итак, в точке x = 9,5 производная меняет знак с минуса на плюс, если считать слева — направо, в направлении стрелки. Это и есть точка минимума.

Ответ

9,5

Задача

Найдите наибольшее значение функции на отрезке [−1,5; 1]:

y = 3 ln (x + 2) − 3x + 10

Решение

Считаем производную:
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Находим нули числителя:

−3x − 3 = 0;
x = −1.

Нули знаменателя нас не интересуют, поскольку требуется найти значение функции. А когда знаменатель равен нулю, значение функции не определено.

Поскольку корень x = −1 ∈ [−1,5; 1], получаем три точки: −1,5; −1; 1. Подставляем их в исходную функцию:

y (−1,5) = 3 ln (−1,5 + 2) − 3 · (−1,5) + 10 = 3 ln 0,5 + 14,5;
y (−1) = 3 ln (−1 + 2) − 3 · (−1) + 10 = 3 ln 1 + 13 = 0 + 13 = 13;
y (1) = 3 ln (1 + 2) − 3 · 1 + 10 = 3 ln 3 + 7.

Понятно, что числа 3 ln 0,5 + 14,5 и 3 ln 3 + 7 нельзя записать в ответ. Остается только число 13 — это и будет наибольшее значение.

Ответ

13

Вынесение степени за знак логарифма

Еще одна полезная фишка, которая избавит вас от сложных производных:

ln (f (x))k = k · ln f (x)

Обратите внимание: в первом случае внутри логарифма стоит степень, для которой потребуется производная сложной функции. Во втором случае все намного проще, поскольку чаще всего f (x) — это обычная линейная функция.

Этот прием часто встречается в задачах на вычисление максимального и минимального значения. В задачах на точки экстремума его почти не применяют. Прежде чем решать такую задачу, обязательно найдите ОДЗ логарифма. Если забыли, что это такое, см. «Что такое логарифм».

Задача

Найдите наименьшее значение функции на отрезке [−4; 1]:

y = 5x − ln (x + 5)5
Решение

Итак, область допустимых значений логарифма — аргумент должен быть больше нуля. Имеем:

(x + 5)5 > 0;
x + 5 > 0;
x > −5;
x ∈ (−5; +∞).

Теперь решаем задачу. Сначала немного преобразуем исходное выражение:

y = 5x − 5 ln (x + 5)

Это и есть вынесение степени за знак логарифма. Считаем производную:
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Дальше все стандартно. Нас интересует значение функции, поэтому приравниваем числитель к нулю:

5x + 20 = 0;
x = −4.

Полученное число x = −4 ∈ [−4; 1] совпадает с концом отрезка, поэтому кандидатов на наименьшее значение всего два: −4 и 1. Оба числа подходят по ОДЗ. Поскольку требуется найти наименьшее значение, подставляем эти числа в исходную функцию:

y (−4) = 5 · (−4) − 5 · ln (−4 + 5) = −20 − 5 · ln 1 = −20;
y (1) = 5 · 1 − 5 · ln (1 + 5) = 5 − 5 ln 6.

Второе число — точно не ответ, поскольку его нельзя представить в виде десятичного числа. Значит, наименьшее значение функции равно −20.

Ответ

−20

Задача

Найдите точку максимума функции:

y = 18 ln x − x2 + 5

Решение

ОДЗ логарифма: x > 0 ⇒ x ∈ (0; +∞). Считаем производную:
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Поскольку требуется найти точку максимума, нас интересует и числитель, и знаменатель. Приравниваем их к нулю:

2 · (9 − x2) = 0 ⇒ x2 = 9 ⇒ x = ±3 — числитель;
x = 0 — знаменатель.

Получили три точки. Отмечаем эти точки и знаки производной на числовой прямой:
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Требуется найти точку максимума — там, где плюс меняется на минус. Таких точек две: x = −3 и x = 3. Но вспомним ОДЗ: x ∈ (0; +∞). Значит, точка x = −3 не подходит. Остается точка x = 3 — это и будет ответ.

Ответ  3

Как считать логарифмы еще быстрее

Для тех, кто уже научился решать задачи B14 с логарифмами (см. «Специфика работы с логарифмами в задаче B14»), есть более продвинутые инструменты. С их помощью ответ находится буквально за секунды. Не верите? Читайте дальше.

Функция с одним логарифмом

Первая фишка идеально подходит для простых функций, в которых стоит только один логарифм. Она работает в тех задачах, где требуется найти значение функции (а не точку экстремума). В этом случае:

Выражение под знаком логарифма должно равняться единице. Потому что ln 1 = 0.

Откуда берется это требование? А вы попробуйте сосчитать, например, ln 2 или ln 0,5. В обоих случаях получится иррациональное число, которое нельзя записать в ответ. И только ln 1 = 0 — нормальное число.

Задача [ЕГЭ 2012 математика. Задача B14. Шестаков С. А.]

Найдите наибольшее значение функции на отрезке [−1,5; 0]:

y = 3ln(x + 2) − 3x + 10.

Решение

Как видим, в задаче есть ровно один логарифм: ln(x + 2). Его аргумент должен быть равен единице:

x + 2 = 1;
x = −1.

Поскольку нас просят найти наибольшее значение функции, число x = −1 — не что иное как точка максимума. Находим значение функции в этой точке:

y (−2) = 3ln(−1 + 2) − 3 · (−1) + 10 = 3 · 0 + 3 + 10 = 13

Ответ 13

Задача [ЕГЭ 2012 математика. Задача B14. Шестаков С. А.]

Найдите наименьшее значение функции на отрезке [11/12; 13/12]:

y = 3x2 − 11x + 5ln x + 7

Решение

Снова приравниваем аргумент логарифма к единице:

x = 1

Подставляем это число в исходную функцию:

y (1) = 3 · 12 − 11 · 1 + 5 ln 1 + 7 = 3 − 11 + 5 · 0 + 7 = −1

Ответ  −1

Вдумчивый читатель возразит, мол, существует замечательное число e ≈ 2,7. И для него ln e = 1, ln e2 = 2 и т.д. Но составитель задач должен быть настоящим маньяком, чтобы «втиснуть» в функцию это число. Встреть такую задачу на ЕГЭ почти нереально.

Функция с несколькими логарифмами

Если функция содержит сразу несколько логарифмов, их надо объединить по правилам сложения и вычитания — см. «Основные свойства логарифмов».

Задача [Пробный ЕГЭ по математике 2012]

Найдите наибольшее значение функции на отрезке [0,2; 1,2]:

y = 2x2 − 5x + ln (12x) − 7 − ln 12

Решение

Для начала объединим логарифмы и перепишем исходную функцию:

ln (12x) − ln 12 = ln (12x : 12) = ln x;
y = 2x2 − 5x + ln x − 7.

Остался один логарифм. Его аргумент должен быть равен единице:

x = 1

Находим значение функции в точке x = 1 — это и будет наибольшее значение:

y (1) = 2 · 12 − 5 · 1 + ln 1 − 7 = 2 − 5 + 0 − 7 = −10

Ответ

−10

Умножение логарифма на функцию

Если логарифм умножается на другую функцию, приведенные выше правила не работают. Взгляните на пример:

y = (x − 5) · ln x

Эта функция будет нормальным числом при x = 1, поскольку логарифм обнулится, и при x = 5, поскольку обнулится множитель (x − 5).

Такие задачи считаются только по стандартной схеме, через производную. Кстати, логарифм всегда будет только натуральный, потому что у него нормальная производная:
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Задача [Математика. 2 уровень. Шабунин М. И.]

Найдите наименьшее значение функции на отрезке [1; 5]:

y = x · (ln x − ln 2 − 1)

Решение

Итак, логарифм умножается на другую функцию. Значит, специальные правила бесполезны — работаем по стандартной схеме. Считаем производную:

y´ = (x · (ln x − ln 2 − 1))´ = (x)´ · (ln x − ln 2 − 1) + x · (ln x − ln 2 − 1)´ = ln x − ln 2 − 1 + 1 = ln x − ln 2

Производная функции вполне адекватна. Приравниваем ее к нулю:

ln x − ln 2 = 0;
ln x = ln 2;
x = 2.

Точка x = 2 ∈ [1; 5], значит у нас три числа: 1; 2; 5. Подставляем их в исходную функцию:

y (1) = 1 · (ln 1 − ln 2 − 1) = −ln 2 − 1;
y (2) = 2 · (ln 2 − ln 2 − 1) = −2;
y (5) = 5 · (ln 5 − ln 2 − 1) = 5 · (ln (5 : 2) − 1) = 5 · (ln 2,5 − 1).

Первое и последнее число нам явно не подходят, поскольку их нельзя записать в ответ. Остается единственное значение функции: −2.

Ответ

−2

Выводы

В заключение, еще раз перечислю основные моменты:

1. Если в задаче только один логарифм-слагаемое, приравниваем его аргумент к нулю;

2. Несколько логарифмов-слагаемых собираем в один логарифм. Далее работаем как в пункте 1;

3. Если логарифм умножается на число, перечисленные правила бесполезны. Работаем по стандартной схеме.

Четырехугольная пирамида в задаче C2

Решая задачу C2 методом координат, многие ученики сталкиваются с одной и той же проблемой. Они не могут рассчитать координаты точек, входящих в формулу скалярного произведения. Наибольшие трудности вызывают пирамиды. И если точки основания считаются более-менее нормально, то вершины — настоящий ад.

Сегодня мы займемся правильной четырехугольной пирамидой. Есть еще треугольная пирамида (она же — тетраэдр). Это более сложная конструкция, поэтому ей будет посвящен отдельный урок.

Для начала вспомним определение:

Определение

Правильная пирамида — это такая пирамида, у которой:

1. В основании лежит правильный многоугольник: треугольник, квадрат и т.д.;

2. Высота, проведенная к основанию, проходит через его центр.

В частности, основанием четырехугольной пирамиды является квадрат. Прямо как у Хеопса, только чуть поменьше.

Ниже приведены расчеты для пирамиды, у которой все ребра равны 1. Если в вашей задаче это не так, выкладки не меняются — просто числа будут другими.

Вершины четырехугольной пирамиды

Итак, пусть дана правильная четырехугольная пирамида SABCD, где S — вершина, основание ABCD — квадрат. Все ребра равны 1. Требуется ввести систему координат и найти координаты всех точек. Имеем:
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Вводим систему координат с началом в точке A:

1. Ось OX направлена параллельно ребру AB;

2. Ось OY — параллельно AD. Поскольку ABCD — квадрат, AB ⊥ AD;

3. Наконец, ось OZ направим вверх, перпендикулярно плоскости ABCD.

Теперь считаем координаты. Дополнительное построение: SH — высота, проведенная к основанию. Для удобства вынесем основание пирамиды на отдельный рисунок. Поскольку точки A, B, C и D лежат в плоскости OXY, их координата z = 0. Имеем:

1. A = (0; 0; 0) — совпадает с началом координат;

2. B = (1; 0; 0) — шаг на 1 по оси OX от начала координат;

3. C = (1; 1; 0) — шаг на 1 по оси OX и на 1 по оси OY;

4. D = (0; 1; 0) — шаг только по оси OY.

5. H = (0,5; 0,5; 0) — центр квадрата, середина отрезка AC.

Осталось найти координаты точки S. Заметим, что координаты x и y точек S и H совпадают, поскольку они лежат на прямой, параллельной оси OZ. Осталось найти координату z для точки S.

Рассмотрим треугольники ASH и ABH:

1. AS = AB = 1 по условию;

2. Угол AHS = AHB = 90°, поскольку SH — высота, а AH ⊥ HB как диагонали квадрата;

3. Сторона AH — общая.

Следовательно, прямоугольные треугольники ASH и ABH равны по одному катету и гипотенузе. Значит, SH = BH = 0,5 · BD. Но BD — диагональ квадрата со стороной 1. Поэтому имеем:
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Итого координаты точки S:
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В заключение, выпишем координаты всех вершин правильной прямоугольной пирамиды:
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Что делать, когда ребра разные

А что, если боковые ребра пирамиды не равны ребрам основания? В этом случае рассмотрим треугольник AHS:
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Треугольник AHS — прямоугольный, причем гипотенуза AS — это одновременно и боковое ребро исходной пирамиды SABCD. Катет AH легко считается: AH = 0,5 · AC. Оставшийся катет SH найдем по теореме Пифагора. Это и будет координата z для точки S.

Задача

Дана правильная четырехугольная пирамида SABCD, в основании которой лежит квадрат со стороной 1. Боковое ребро BS = 3. Найдите координаты точки S.

Решение

Координаты x и y этой точки мы уже знаем: x = y = 0,5. Это следует из двух фактов:

1. Проекция точки S на плоскость OXY — это точка H;

2. Одновременно точка H — центр квадрата ABCD, все стороны которого равны 1.

Осталось найти координату точки S. Рассмотрим треугольник AHS. Он прямоугольный, причем гипотенуза AS = BS = 3, катет AH — половина диагонали. Для дальнейших вычислений нам потребуется его длина:
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Теорема Пифагора для треугольника AHS: AH 2 + SH 2 = AS 2. Имеем:
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Итак, координаты точки S:
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Ответ
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Центральные и вписанные углы в задаче B6

19 февраля 2012

Сегодня мы рассмотрим очередной тип задач B6 — на этот раз с окружностью. Многие ученики не любят их и считают сложными. И совершенно напрасно, поскольку такие задачи решаются элементарно, если знать некоторые теоремы. Или не решаются вообще, если их не знать.

Прежде чем говорить об основных свойствах, позвольте напомнить определение:

Определение

Вписанный угол — тот, у которого вершина лежит на самой окружности, а стороны высекают на этой окружности хорду.

Центральный угол — это любой угол с вершиной в центре окружности. Его стороны тоже пересекают эту окружность и высекают на ней хорду.

Итак, понятия вписанного и центрального угла неразрывно связаны с окружностью и хордами внутри нее. А теперь — основное утверждение:

Теорема

Центральный угол всегда в два раза больше вписанного, опирающегося на ту же самую дугу.
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Несмотря на простоту утверждения, существует целый класс задач B6, которые решаются с помощью него — и никак иначе. 

Задача [Материалы подготовки к ЕГЭ]

Найдите острый вписанный угол, опирающийся на хорду, равную радиусу окружности.

Решение

Пусть AB — рассматриваемая хорда, O — центр окружности. Дополнительное построение: OA и OB — радиусы окружности. Получим:
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Рассмотрим треугольник ABO. В нем AB = OA = OB — все стороны равны радиусу окружности. Поэтому треугольник ABO — равносторонний, и все углы в нем по 60°.

Пусть M — вершина вписанного угла. Поскольку углы O и M опираются на одну и ту же дугу AB, вписанный угол M в 2 раза меньше центрального угла O. Имеем:

M = O : 2 = 60 : 2 = 30

Ответ

30

Задача [Пробный ЕГЭ 2012]

Центральный угол на 36° больше вписанного угла, опирающегося на ту же дугу окружности. Найдите вписанный угол.

Решение

Введем обозначения:

1. AB — хорда окружности;

2. Точка O — центр окружности, поэтому угол AOB — центральный;

3. Точка C — вершина вписанного угла ACB.
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Поскольку мы ищем вписанный угол ACB, обозначим его ACB = x. Тогда центральный угол AOB равен x + 36. С другой стороны, центральный угол в 2 раза больше вписанного. Имеем:

AOB = 2 · ACB;
x + 36 = 2 · x;
x = 36.

Вот мы и нашли вписанный угол AOB — он равен 36°.

Ответ 36

Окружность — это угол в 360°

Прочитав подзаголовок, знающие читатели, наверное, сейчас скажут: «Фу!» И действительно, сравнивать окружность с углом не совсем корректно. Чтобы понять, о чем речь, взгляните на классическую тригонометрическую окружность:

[image: image32.png]180° 0 360°

270°]




К чему эта картинка? А к тому, что полный оборот — это угол в 360 градусов. И если разделить его, скажем, на 20 равных частей, то размер каждой из них будет 360 : 20 = 18 градусов. Именно это и требуется для решения задачи B6.

Задача [Материалы подготовки к ЕГЭ]
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Точки A, B и C лежат на окружности и делят ее на три дуги, градусные меры которых относятся как 1 : 3 : 5. Найдите больший угол треугольника ABC.

Решение

Для начала найдем градусную меру каждой дуги. Пусть меньшая из них равна x. На рисунке эта дуга обозначена AB. Тогда остальные дуги — BC и AC — можно выразить через AB: дуга BC = 3x; AC = 5x. В сумме эти дуги дают 360 градусов:

AB + BC + AC = 360;
x + 3x + 5x = 360;
9x = 360;
x = 40.

Теперь рассмотрим большую дугу AC, которая не содержит точку B. Эта дуга, как и соответствующий центральный угол AOC, равна 5x = 5 · 40 = 200 градусов.

Угол ABC — самый большой из всех углов треугольника. Это вписанный угол, опирающийся на ту же дугу, что и центральный угол AOC. Значит, угол ABC в 2 раза меньше AOC. Имеем:

ABC = AOC : 2 = 200 : 2 = 100

Это и будет градусная мера большего угла в треугольнике ABC.

Ответ 100

Окружность, описанная вокруг прямоугольного треугольника

Эту теорему многие забывают. А зря, ведь некоторые задачи B6 без нее вообще не решаются. Точнее, решаются, но с таким объемом вычислений, что вы скорее уснете, чем дойдете до ответа.

Теорема

Центр окружности, описанной вокруг прямоугольного треугольника, лежит на середине гипотенузы.
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Что следует из этой теоремы?

1. Середина гипотенузы равноудалена от всех вершин треугольника. Это прямое следствие теоремы;

2. Медиана, проведенная к гипотенузе, делит исходный треугольник на два равнобедренных. Как раз это и требуется для решения задачи B6.

Задача [Пробный ЕГЭ 2012]
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В треугольнике ABC провели медиану CD. Угол C равен 90°, а угол B — 60°. Найдите угол ACD.

Решение

Поскольку угол C равен 90°, треугольник ABC — прямоугольный. Получается, что CD — медиана, проведенная к гипотенузе. Значит, треугольники ADC и BDC — равнобедренные.

В частности, рассмотрим треугольник ADC. В нем AD = CD. Но в равнобедренном треугольнике углы при основании равны — см. «Задача B6: отрезки и углы в треугольниках». Поэтому искомый угол ACD = A.

Итак, осталось выяснить, чему равен угол A. Для этого снова обратимся к исходному треугольнику ABC. Обозначим угол A = x. Поскольку сумма углов в любом треугольнике равна 180°, имеем:

A + B + BCA = 180;
x + 60 + 90 = 180;
x = 30.

Ответ  30

Разумеется, последнюю задачу можно решить по-другому. Например, легко доказать, что треугольник BCD — не просто равнобедренный, а равносторонний. Значит, угол BCD равен 60 градусов. Отсюда угол ACD равен 90 − 60 = 30 градусов. Как видите, можно использовать разные равнобедренные треугольники, но ответ всегда будет один и тот же.

Задача B6: отрезки и углы в треугольниках

14 февраля 2012

Сегодня мы рассмотрим основные теоремы, необходимые для решения задачи B6. Все они относятся к многоугольникам. Статья получилась длинной, но очень полезной.

Сразу отмечу, что речь идет о задачах без тригонометрии. Тригонометрические задачи были подробно разобраны ранее — см. «Задача B6: геометрия с элементами тригонометрии». Итак, поехали!

Углы в треугольнике и четырехугольнике

Первый и, пожалуй, самый важный факт:

1. В треугольнике сумма углов равна 180°;

2. А в четырехугольнике — 360°.
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Эти равенства хорошо работают в тех случаях, когда известны все углы, кроме одного. Как правило, именно этот недостающий угол и требуется найти.

Несмотря на внешнюю простоту, таких задач много. Их постоянно дают на пробниках, и в настоящем ЕГЭ они тоже будут.

Задача [Пробный ЕГЭ 2012]
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В треугольнике ABC угол C равен 45°, AD — биссектриса, угол CAD равен 30°. Найдите угол B.

Решение

Рассмотрим треугольник ABC. Поскольку AD — биссектриса, углы BAD и CAD равны: BAD = CAD = 30°. С другой стороны, угол BAC = BAD + CAD = 30° + 30° = 60°. Но сумма углов треугольника равна 180°. Поэтому имеем:

A + B + C = 180;
60 + B + 45 = 180;
B = 75.

Это и есть искомый угол.

Ответ 75

Задача [Материалы подготовки к ЕГЭ]
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Высоты BD и CE треугольника ABC пересекаются в точке O. Найдите угол DOE, если угол A равен 72°.

Решение

Рассмотрим четырехугольник ADOE. По условию, угол A равен 72°. Кроме того, поскольку BD и CE — высоты, углы ADO и AEO — прямые: ADO = AEO = 90°. Сумма углов четырехугольника равна 360°, поэтому:

A + ADO + DOE + AEO = 360;
72 + 90 + DOE + 90 = 360;
DOE = 108.

Ответ 108

Параллельные прямые и смежные углы

Эта тема тоже постоянно «всплывает» в задачах B6. Смежные углы обычно возникают в задачах с треугольниками, а параллельные прямые — в параллелограммах (кэп?). Итак, что надо знать:

1. Сумма смежных углов равна 180°;

2. Соответственные и накрест лежащие углы при параллельных прямых равны;

3. Сумма односторонних углов при параллельных прямых равна 180°.

[image: image39.png]



Задача [Материалы подготовки к ЕГЭ]

Диагональ параллелограмма образует с двумя его сторонами углы 25° и 35°. Найдите больший угол параллелограмма.

Решение

Обозначим параллелограмм за ABCD, причем AC — та самая диагональ. Предположим, угол CAD равен 35°, а угол DCA равен 25°. Имеем:
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Заметим, что углы BAC и DCA равны: BAC = DCA = 25°. Ведь это внутренние накрест лежащие углы при параллельных прямых AB и CD и секущей AC.

Кроме того, угол BAD = BAC + CAD = 25° + 35° = 60°. Обозначим неизвестный угол D = x. Поскольку ABCD — параллелограмм, имеем:

B = D = x;
BCD = BAD = 60.

Но сумма углов четырехугольника равна 360°, поэтому:

BAD + B + BCD + D = 360;
60 + x + 60 + x = 360;
2x + 120 = 360;
2x = 240;
x = 120.

Получается, что углы B и D равны 120°, а углы BAD и BCD — 60°. Требуется найти больший угол — это угол B. Поэтому ответ — 120 градусов.

Ответ

120

Равнобедренный треугольник

Думаю, уж эту-то теорему знают все. А именно:

Теорема

Углы при основании равнобедренного треугольника равны.
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Помните, что в реальных задачах равнобедренный треугольник совсем необязательно выглядит так же красиво. Основание может оказаться сбоку и даже сверху. Взгляните на примеры — и сами все поймете.

Задача [Пробный ЕГЭ 2011]
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В треугольнике ABC стороны AC = BC, угол C равен 40°. Найдите внешний угол DBC.

Решение

Ну, здесь все тривиально. Поскольку углы ABC и DBC — смежные, достаточно найти угол ABC. Тогда сразу найдем и угол DBC.

По условию, треугольник ABC — равнобедренный: AC = BC. Следовательно, углы при основании равны: A = ABC = x. Но сумма углов треугольника равна 180°, поэтому:

A + ABC + C = 180;
x + x + 40 = 180;
2x = 140;
x = 70.

Итак, угол ABC равен 70°. Теперь вспоминаем, что углы ABC и DBC — смежные, поэтому их сумма равна 180°. Имеем:

ABC + DBC = 180;
70 + DBC = 180;
DBC = 110.

Вот и все — задача решена!

Ответ

110

Задача [Материалы подготовки к ЕГЭ]
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В треугольнике ABC угол A равен 48°, а угол C равен 56°. На продолжении стороны AB за точку B отмечена точка D, причем BD = BC. Найдите угол D треугольника BCD.

Решение

Для начала рассмотрим треугольник BCD. В нем BD = BC, поэтому углы D и BCD равны. Как видим, основание треугольника вовсе не горизонтально, однако это не должно нас смущать.

Обозначим величину этих углов за x: D = BCD = x. Заметим, что угол ACD = ACB + DCB = 56 + x. Осталось рассмотреть большой треугольник ADC. В нем сумма углов равна 180°, поэтому:

A + D + ACD = 180;
48 + x + 56 + x = 180;
2x + 104 = 180;
2x = 76;
x = 38.

Итак, угол D = x = 38, что и требовалось найти.

Ответ 38
Метод коэффициентов в задаче B11

8 февраля 2012

Многие задачи B11 решаются элементарно с помощью специальных приемов из высшей математики. К сожалению, эти приемы не изучаются в обычных школах. Вместо этого учеников «грузят» формулами, потому что так написано в учебниках.

Так вот: школьные формулы — брехня. И сегодня мы изучим нормальные алгоритмы. Пользуйтесь :)

Объем многогранника

Часто в задачах B11 дается многогранник и его объем. Затем многогранник растягивается или сжимается по разным направлениям. В результате получается новый многогранник, объем которого и требуется найти.

Как решать такие задачи? Прежде всего, запомните вот что:

Многогранник рассматривается в трехмерном пространстве. И все изменения происходят по одной из трех осей.

Теперь, когда в задаче написано «высота цилиндра увеличена в 2 раза, а основание уменьшено в 3 раза», это следует понимать так:

1. Сжатие в 2 раза по оси OZ;

2. Растяжение в 3 раза по осям OX и OY.

Обратите внимание: растяжение произошло сразу по двум осям. Ведь окружность — фигура двумерная, в отличие, например, от отрезка (который одномерен). Поэтому изменение радиуса влечет растяжение сразу «в обе стороны». Мы еще вернемся к этому факту, когда будем рассматривать реальные задачи.

А сейчас — основная теорема:

Теорема

Пусть дан объем исходного многогранника Vстарый. Пусть также известны числа a, b и c — коэффициенты растяжения для осей OX, OY и OZ соответственно. Тогда объем нового многогранника Vновый рассчитывается по формуле:

Vновый = Vстарый · a · b · c

Если по какой-то оси производится сжатие многогранника, а не растяжение, то вместо умножения просто пишется деление.

В частности, если все стороны многогранника изменились в одинаковое число раз (пусть это будет n), новый объем считается так:

Vновый = Vстарый · n3
Вот так все просто. Единственная загвоздка — определить, по какой оси и во сколько раз происходит растяжение или сжатие. Но это вопрос тренировки.

Задача [ЕГЭ 2011]

Параллелепипед ABCDA1B1C1D1 имеет объем 35 см3. Ребро AB увеличили в 2 раза, ребро AC — в 5 раз, а ребро AA1 уменьшили в 7 раз. Найдите объем нового параллелепипеда.

Решение

Только не надо чертить параллелепипед! Эта задача словно создана для решения описанным выше методом. Имеем:

1. Vстарый = 35;

2. Ось OX: растяжение в 2 раза ⇒ a = 2;

3. Ось OY: растяжение в 5 раз ⇒ b = 5;

4. Ось OZ: сжатие в 7 раз ⇒ c = 1/7.

Рассчитываем объем нового параллелепипеда:

Vновый = Vстарый · a · b · c = 35 · 2 · 5 : 7 = 50

Получили, что Vновый = 50 — это и есть ответ. Все!

Ответ

50

Задача [Пробный ЕГЭ 2012]

Высоту кругового цилиндра увеличили в 4 раза, а радиус основания уменьшили в 3 раза. Найдите объем нового цилиндра, если объем исходного равен 45 м3.

Решение

По условию, нам известно:

1. Vстарый = 45;

2. По оси OZ идет растяжение в 4 раза, поэтому c = 4;

3. По осям OX и OY идет сжатие в 3 раза, поэтому a = b = 1/3.

Теперь можно найти объем:

Vновый = Vстарый · a · b · c = 45 · 4 : 3 : 3 = 20

Обратите внимание, что сжатие идет сразу по двум осям: OX и OY. Ведь мы работаем с круговым цилиндром, в основании которого лежит окружность. Но окружность — объект двумерный, и чтобы сохранить пропорции, надо менять радиус по обоим измерениям. Иначе получится не окружность, а эллипс.

Ответ

20

Задача [Демонстрационный ЕГЭ 2011]

Бетонный шар весит 0,75 т. Сколько будет весить шар, изготовленный из того же материала, если его радиус в 2 раза больше?

Решение

Поскольку шары изготовлены из одного и того же материала, масса меняется по тому же закону, что и объем. Следовательно, работаем по формулам, приведенным выше.

1. Vстарый = 0,75;

2. Растяжение в 2 раза по всем осям ⇒ a = b = c = 2.

Почему растяжение по всем осям одинаково? Да очень просто: если растяжения будут разные, получится «приплюснутый» шар — в математике он называется эллипсоид. Чтобы такого не случилось, радиус меняется по всем осям.

Осталось найти ответ (по упрощенной формуле):

Vновый = Vстарый · a3 = 0,75 · 23 = 6

Ответ

6

Задача [Материалы индивидуальных занятий]

Высоту прямого кругового конуса увеличили в 5 раз, а радиус основания уменьшили в 3 раза. В результате получился новый конус объемом 30. Найдите объем исходного конуса.

Решение

Выписываем коэффициенты и работаем по той же самой формуле:

1. Мы не знаем Vстарый, зато знаем Vновый = 30;

2. Растяжение по оси OZ в 5 раз ⇒ c = 5;

3. В основании лежит окружность, поэтому сжатие в  3 раза идет сразу по двум осям: OX и OY ⇒ a = b = 1/3;

Записываем формулу объема:

Vновый = Vстарый · a · b · c
30 = Vстарый · 5 : 3 : 3
Vстарый = 30 · 3 · 3 : 5 = 54

Ответ

54

Как видите, ничего сложного в задачах на объем нет. Просто выписываем числа и подставляем в формулу. А теперь разберемся с задачами на площади.

Площадь поверхности многогранника

Эти задачи постоянно дают на пробных экзаменах. Это значит, что в настоящем ЕГЭ по математике они тоже будут.

Чтобы найти площадь многогранника после растягивания или сжатия, используйте следующую теорему:

Теорема

Когда все стороны многогранника увеличить в n раз, его площадь увеличится в n2 раз:

Sновая = Sстарая · n2
Аналогично, если все стороны сжать в n раз, площадь уменьшится в n2 раз.

Как видите, формула площадей очень похожа на частный случай формулы объемов. Разница лишь в степени:

1. Vновый = Vстарый · n3, поскольку объем — это «трехмерная» величина. Например, объем измеряется в кубических метрах (м3);

2. Sновая = Sстарая · n2, поскольку площадь — величина «двумерная» и измеряется в квадратных метрах (м2).

Те, кто не знает эти правила, каждый раз вспоминают формулы объема и площади. Вот только у каждого многогранника эти формулы свои, и в них легко запутаться. Короче, фу. Лучше работайте по приведенной выше теореме.

Задача [Пробный ЕГЭ 2012]

Во сколько раз увеличится площадь поверхности правильной пирамиды, если все ее стороны увеличить в 7 раз?

Решение

Подставляем n = 7 в формулу площади:

Sновая = Sстарая · 72 ⇒ Sновая = 49 · Sстарая
Итак, площадь увеличится в 49 раз — это и есть ответ.

Ответ

49

Задача [Материалы индивидуальных занятий]

Площадь первой сферы равна 175. Найдите площадь второй сферы, если ее радиус в 5 раз меньше радиуса первой.

Решение

Работаем по той же формуле: n = 5. Но вместо умножения будет деление, поскольку радиус уменьшается. Имеем:

Sновая = Sстарая : n2 = 175 : 52 = 175 : 25 = 7

Ответ

7

Задача [Групповая консультация по ЕГЭ]

В пространстве даны два прямых круговых конуса. У второго конуса радиус основания и высота в 3 раза больше, чем у первого. Найдите площадь боковой поверхности первого конуса, если площадь боковой поверхности второго равна 324 см2.

Решение

Чтобы решить задачу, надо понять, как из первого конуса получается второй. По условию, нам известны следующие величины:

1. n = 3 — именно во столько раз растягивается первый конус по каждой оси;

2. Sновая = 324 — площадь второго конуса.

Подставляем эти числа в нашу формулу — получаем:

Sновая = Sстарая · n2
324 = Sстарая · 9
Sстарая = 324 : 9 = 36

Умножение на n2 (а не деление) мы берем потому, что второй конус больше первого. Полученная площадь — это и есть ответ.

Ответ 36
Как решать задачи B14 без производных

29 января 2012

Иногда в задачах B14 попадаются «плохие» функции, для которых сложно найти производную. Раньше такое было лишь на пробниках, но сейчас эти задачи настолько распространены, что уже не могут быть игнорированы при подготовке к настоящему ЕГЭ.

В этом случае работают другие приемы, один из которых — монотонность.

Определение

Функция f (x) называется монотонно возрастающей на отрезке [a; b], если для любых точек x1 и x2 этого отрезка выполняется следующее:

x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2).

Функция f (x) называется монотонно убывающей на отрезке [a; b], если для любых точек x1 и x2 этого отрезка выполняется следующее:

x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2).

Другими словами, для возрастающей функции чем больше x, тем больше f (x). Для убывающей функции все наоборот: чем больше x, тем меньше f (x).

Примеры

Логарифм монотонно возрастает, если основание a > 1, и монотонно убывает, если 0 < a < 1. Не забывайте про область допустимых значений логарифма: x > 0.

f (x) = loga x (a > 0; a ≠ 1; x > 0)

Арифметический квадратный (и не только квадратный) корень монотонно возрастает на всей области определения:

[image: image44.png]



Показательная функция ведет себя аналогично логарифму: растет при a > 1 и убывает при 0 < a < 1. Но в отличие от логарифма, показательная функция определена для всех чисел, а не только для x > 0:

f (x) = a x (a > 0)

Наконец, степени с отрицательным показателем. Можно записывать их как дробь. Имеют точку разрыва, в которой монотонность нарушается.

[image: image45.png]



Все эти функции никогда не встречаются в чистом виде. В них добавляют многочлены, дроби и прочий бред, из-за которого становится тяжело считать производную. Что при этом происходит — сейчас разберем.

Координаты вершины параболы

Чаще всего аргумент функции заменяется на квадратный трехчлен вида y = ax2 + bx + c. Его график — стандартная парабола, в которой нас интересуют:

1. Ветви параболы — могут уходить вверх (при a > 0) или вниз (a < 0). Задают направление, в котором функция может принимать бесконечные значения;

2. Вершина параболы — точка экстремума квадратичной функции, в которой эта функция принимает свое наименьшее (для a > 0) или наибольшее (a < 0) значение.

Наибольший интерес представляет именно вершина параболы, абсцисса которой рассчитывается по формуле:
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Итак, мы нашли точку экстремума квадратичной функции. Но если исходная функция монотонна, для нее точка x0 тоже будет точкой экстремума. Таким образом, сформулируем ключевое правило:

Точки экстремума квадратного трехчлена и сложной функции, в которую он входит, совпадают. Поэтому можно искать x0 для квадратного трехчлена, а на функцию — забить.

Из приведенных рассуждений остается непонятным, какую именно точку мы получаем: максимума или минимума. Однако задачи специально составляются так, что это не имеет значения. Судите сами:

1. Отрезок [a; b] в условии задачи отсутствует. Следовательно, вычислять f (a) и f (b) не требуется. Остается рассмотреть лишь точки экстремума;

2. Но таких точек всего одна — это вершина параболы x0, координаты которой вычисляются буквально устно и без всяких производных.

Таким образом, решение задачи резко упрощается и сводится всего к двум шагам:

1. Выписать уравнение параболы y = ax2 + bx + c и найти ее вершину по формуле: x0 = −b/2a;

2. Найти значение исходной функции в этой точке: f (x0). Если никаких дополнительных условий нет, это и будет ответом.

На первый взгляд, этот алгоритм и его обоснование могут показаться сложными. Я намеренно не выкладываю «голую» схему решения, поскольку бездумное применение таких правил чревато ошибками.

Рассмотрим настоящие задачи из пробного ЕГЭ по математике — именно там данный прием встречается чаще всего. Заодно убедимся, что таким образом многие задачи B14 становятся почти устными.

Задача [Пробный ЕГЭ от 7 декабря 2011, 6 вариант]

Найдите наименьшее значение функции:
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Решение

Под корнем стоит квадратичная функция y = x2 + 6x + 13. График этой функции − парабола ветвями вверх, поскольку коэффициент a = 1 > 0.

Вершина параболы:

x0 = −b/(2a) = −6/(2 · 1) = −6/2 = −3

Поскольку ветви параболы направлены вверх, в точке x0 = −3 функция y = x2 + 6x + 13 принимает наименьшее значение.

Корень монотонно возрастает, значит x0 — точка минимума всей функции. Имеем:

[image: image48.png]Vein = V(=3) =/(=3)2+6-(-3)+ 13





Ответ

2

Задача [Пробный ЕГЭ от 7 декабря 2011, 7 вариант]

Найдите наименьшее значение функции:

y = log 2 (x2 + 2x + 9)

Решение

Под логарифмом снова квадратичная функция: y = x2 + 2x + 9. График — парабола ветвями вверх, т.к. a = 1 > 0.

Вершина параболы:

x0 = −b/(2a) = −2/(2 · 1) = −2/2 = −1

Итак, в точке x0 = −1 квадратичная функция принимает наименьшее значение. Но функция y = log 2 x — монотонная, поэтому:

ymin = y(−1) = log 2 ((−1)2 + 2 · (−1) + 9) = ... = log 2 8 = 3

Ответ

3

Задача [Пробный ЕГЭ от 27 сентября 2011, 5 вариант]

Найдите наибольшее значение функции:

[image: image49.png]



Решение

В показателе стоит квадратичная функция y = 1 − 4x − x2. Перепишем ее в нормальном виде: y = −x2 − 4x + 1.

Очевидно, что график этой функции — парабола, ветви вниз (a = −1 < 0). Поэтому вершина будет точкой максимума:

x0 = −b/(2a) = −(−4)/(2 · (−1)) = 4/(−2) = −2

Исходная функция — показательная, она монотонна, поэтому наибольшее значение будет в найденной точке x0 = −2:
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Ответ

11

Внимательный читатель наверняка заметит, что мы не выписывали область допустимых значений корня и логарифма. Но этого и не требовалось: внутри стоят функции, значения которых всегда положительны.

Следствия из области определения функции

Иногда для решения задачи B14 недостаточно просто найти вершину параболы. Искомое значение может лежать на конце отрезка, а вовсе не в точке экстремума. Если в задаче вообще не указан отрезок, смотрим на область допустимых значений исходной функции. А именно:

1. Аргумент логарифма должен быть положительным:

y = loga f (x) ⇒ f (x) > 0

2. Арифметический квадратный корень существует только из неотрицательных чисел:

[image: image51.png]y=Jf(x)=f(x)=0




3. Знаменатель дроби не должен равняться нулю:
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Обратите внимание еще раз: ноль вполне может быть под корнем, но в логарифме или знаменателе дроби — никогда. Посмотрим, как это работает на конкретных примерах:

Задача [Пробный ЕГЭ от 7 декабря 2011, 8 вариант]

Найдите наибольшее значение функции:
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Решение

Под корнем снова квадратичная функция: y = 3 − 2x − x2. Ее график — парабола, но ветви вниз, поскольку a = −1 < 0. Значит, парабола уходит на минус бесконечность, что недопустимо, поскольку арифметический квадратный корень из отрицательного числа не существует.

Выписываем область допустимых значений (ОДЗ):

3 − 2x − x2 ≥ 0 ⇒ x2 + 2x − 3 ≤ 0 ⇒ (x + 3)(x − 1) ≤ 0 ⇒ x ∈ [−3; 1]

Теперь найдем вершину параболы:

x0 = −b/(2a) = −(−2)/(2 · (−1)) = 2/(−2) = −1

Точка x0 = −1 принадлежит отрезку ОДЗ — и это хорошо. Теперь считаем значение функции в точке x0, а также на концах ОДЗ:
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y(−3) = y(1) = 0

Итак, получили числа 2  и 0. Нас просят найти наибольшее — это число 2.

Ответ

2

Задача

Найдите наименьшее значение функции:

y = log 0,5 (6x − x2 − 5)

Решение

Внутри логарифма стоит квадратичная функция y = 6x − x2 − 5. Это парабола ветвями вниз, но в логарифме не может быть отрицательных чисел, поэтому выписываем ОДЗ:

6x − x2 − 5 > 0 ⇒ x2 − 6x + 5 < 0 ⇒ (x − 1)(x − 5) < 0 ⇒ x ∈ (1; 5)

Обратите внимание: неравенство строгое, поэтому концы не принадлежат ОДЗ. Этим логарифм отличается от корня, где концы отрезка нас вполне устраивают.

Ищем вершину параболы:

x0 = −b/(2a) = −6/(2 · (−1)) = −6/(−2) = 3

Вершина параболы подходит по ОДЗ: x0 = 3 ∈ (1; 5). Но поскольку концы отрезка нас не интересуют, считаем значение функции только в точке x0:

ymin = y(3) = log 0,5 (6 · 3 − 32 − 5) = log 0,5 (18 − 9 − 5) = log 0,5 4 = −2

Ответ  −2

Решая задачи B12, многие ученики допускают одну и ту же ошибку. Вместо того чтобы просто подставить коэффициенты в уравнение и найти ответ, они начинают смотреть на единицы измерения — градусы, метры, проценты и т.д.

Нелишним будет напомнить, что B12 — задача с практическим содержанием, и единицы измерения здесь будут всегда. Никакой смысловой нагрузки они не несут, поэтому запомните следующее правило:

Единицы измерения в задаче B12 писать не надо. Если они присутствуют в формуле изначально — удалите их. Все уравнения должны содержать только числа — никаких метров, градусов и рублей.

Так вы сэкономите время и убережете себя от многих ошибок. Заодно получите более «чистое» и наглядное уравнение, которое легче решается.

Задача

Осадная машина метает камни под определенным углом к горизонту с фиксированной начальной скоростью. Траектория полета камня описывается формулой:

y = ax2 + bx

где a = −1/50 м−1, b = 1 — постоянные параметры, x — расстояние от машины до камня по горизонтали, y — высота камня над землей.

На каком наименьшем расстоянии от крепостной стены высотой 12 метров надо расположить машину, чтобы камни пролетали над ней на высоте не менее 1 метра? Ответ выразите в метрах.

Решение

Здесь все просто: коэффициенты выражены в метрах, других единиц измерения нет. Поэтому спокойно зачеркиваем подозрительное «м−1» и составляем уравнение.

Правильно

13 = (−1/50) · x2 + x;

Неправильно

13 м = (−1/50 м−1) · x2 + x.

Задача

Зависимость температуры (в градусах Кельвина) от времени (в минутах) для нагревательного элемента некоторого прибора вычисляется по формуле:

T(t) = T0 + bt + at2
где T0 = 1400 К, a = −20 К/мин, b = 150 К/мин2.

Известно, что при температуре более 2000 К прибор может испортиться, и его надо отключить. Определите (в минутах), через какое наибольшее время после начала работы надо отключить прибор.

Решение

По условию, температура измеряется в градусах Кельвина, время — в минутах. Других единиц измерения в задаче нет, дополнительных преобразований не требуется, поэтому подставляем числа в уравнение.

Правильно

2000 = 1400 + 150t − 20t2;

Неправильно

2000 К = 1400 К + 150t − 20t2.

Задача

При температуре 0 °С рельс имеет длину l0 = 12 метров. При возрастании температуры происходит тепловое расширение рельса, и его длина, выраженная в метрах, меняется по закону:

l(t°) = l0 · (1 + a · t°)

где a = 1,2 · 10−5 (°C)−1 — коэффициент теплового расширения, t° — температура (в градусах Цельсия).

При какой температуре рельс удлинится на 6 мм? Ответ выразите в градусах Цельсия.

Решение

В задаче присутствуют сразу три единицы измерения: метры, миллиметры и градусы Цельсия. Переведем миллиметры в метры: 6 мм = 6 · 10−3 мм. Это сделано для того, чтобы все длины были в единой системе измерения — метрах.

Кроме того, единицы измерения присутствуют в самой формуле. Непонятно, зачем составители задач пишут l(t°) и at° вместо привычных всем l(t) и a · t. Так что зачеркиваем градусы и подставляем «голые» числа в уравнение:

Правильно

12 + 6 · 10−3 = 12 · (1 + 1,2 · 10−5 · t);

Неправильно

12 м + 6 мм = 12 м · (1 + 1,2 · 10−5 · t°);
6 мм = 12 м · (1 + 1,2 · 10−5 · t°).

Задача

Коэффициент полезного действия (КПД) двигателя вычисляется по формуле:
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где T1 — температура нагревателя (в градусах Кельвина), T2 — температура холодильника (в градусах Кельвина).

Определите наименьшую температуру нагревателя T1, при которой КПД составит не менее 75%, если температура холодильника T2 = 300 К. Ответ выразите в градусах Кельвина.

Решение

Итак, в задаче есть две единицы измерения: градусы Кельвина и проценты. Да-да, проценты — тоже единица измерения, и в итоговом уравнении их быть не должно.

Правильно

[image: image56.png]



Неправильно

[image: image57.png]



Задача

Для определения эффективной температуры звезд используют закон Стефана — Больцмана, согласно которому мощность излучения нагретого тела прямо пропорциональна площади его поверхности и четвертой степени температуры:

P = σST 4
где σ = 5,7 · 10−8 — постоянная, площадь измеряется в квадратных метрах, температура — в градусах Кельвина, а мощность — в ваттах.

Известно, что некоторая звезда имеет площадь S = 4 · 1010 м2, а излучаемая ею мощность P не менее 22,8 · 1021 Вт. Определите наименьшую возможную температуру этой звезды. Ответ дайте в градусах Кельвина.

Решение

Градусы Кельвина, квадратные метры и ватты — стандартные единицы измерения, которые спокойно можно отбросить.

Правильно

22,8 · 1021 = 5,7 · 10−8 · 4 · 1010 T 4;

Неправильно

22,8 · 1021 Вт = 5,7 · 10−8 · 4 · 1010 м2 · T 4.

Думаю, смысл понятен. Множество ошибок допускается из-за того, что вместе с числами ученики подставляют в уравнение единицы измерения. Лишние знаки засоряют решение, снижая его наглядность.

Отдельная тема — экономические задачи, где приходится работать с большими числами. Увидев аббревиатуру «тыс. руб.», многие приписывают к исходным коэффициентам лишние нули, чего делать категорически нельзя. Взгляните на примеры:

Задача

Зависимость объема спроса q (единиц в месяц) на продукцию предприятия-монополиста от цены p (тыс. руб.) задается формулой: q = 200 − 10p. Выручка предприятия за месяц r (тыс. руб.) задается формулой r(p) = q · p.

Определите наибольшую цену p, при которой месячная выручка r(p) составит не менее 800 тыс. руб. Ответ приведите в тыс. руб.

Решение

В задаче снова присутствуют две величины: количество товара и его цена. Загадочные «тыс. руб.» являются обычной единицей измерения — такой же, как штуки, метры и градусы. При подстановке в уравнение «тыс. руб.» можно спокойно зачеркнуть — числа при этом не изменятся.

Правильно

800 = (200 − 10p) · p;

Неправильно

800 тыс. руб. = (200 − 10p) · p;
800 000 = (200 − 10p) · p.

Задача

Ежемесячная прибыль фирмы рассчитывается по формуле:

π(q) = q(p − v) − f

Фирма продает свою продукцию по цене p = 1200 руб. за штуку, переменные издержки на ее производство составляют v = 600 руб. за штуку, постоянные издержки f = 1 400 000 руб.

Определите наименьший месячный объем производства q (шт.), при котором прибыль составит не менее 1 000 000 руб. в месяц.

Решение

В принципе, здесь все стандартно: есть цена и объем производства. Смущают разве что большие числа. Все цены даны в рублях, при подстановке в уравнение аббревиатуру «руб.» можно спокойно зачеркнуть.

Правильно

1 000 000 = q · (1200 − 600) − 1 400 000;

Неправильно

1 000 000 руб. = q · (1200 − 600) − 1 400 000 руб.;
1000 тыс. руб. = q · (1200 − 600) − 1400 тыс. руб.;
1 млн. руб. = q · (1200 − 600) − 1,4 млн. руб.

Переход к единой системе измерения

Сказанное выше не отменяет другого важного правила: для всех величин должна применяться единая система измерения. Так, в задачах про рельсы длина этого самого рельса выражается в метрах, а удлинение — в миллиметрах. Прежде чем составлять уравнение, надо перевести все в метры.

Все числа должны быть переведены в единую систему измерения. И лишь затем можно составить уравнение, где единиц измерения не будет вообще.

Подобные задачи редко встречаются на ЕГЭ по математике, но уж если встретятся — мало не покажется. Поэтому рассмотрим еще раз задачу с рельсами:

Задача

При температуре 0 °С рельс имеет длину l0 = 20 метров. При строительстве железной дороги между рельсами оставили зазор в 9 мм. Когда температура растет, начинается тепловое расширение рельса, и его длина вычисляется по формуле:

l(t) = l0 · (1 + a · t)

где a = 1,2 · 10−5 (°C)−1 — коэффициент теплового расширения, t — температура (в градусах Цельсия). При какой минимальной температуре зазор между рельсами исчезнет? Ответ дайте в градусах Цельсия.

Решение

Основная проблема в том, что длина рельса измеряется в метрах, а зазор — в миллиметрах. Переведем все в метры: если 1000 мм = 1 м, то 9 мм = 9 · 10−3 м = 0,009 м.

Теперь подумаем: что значит «зазор между рельсами исчезнет»? Очевидно, это произойдет в тот момент, когда рельс удлинится на величину зазора, поэтому искомая длина рельса равна l(t) = 20 + 0,009 м. Записываем уравнение.

Правильно

20 + 0,009 = 20 · (1 + 0,000012 · t);
20 + 9 · 10−3 = 20 · (1 + 1,2 · 10−5 · t);

Неправильно

20 м + 0,009 = 20 м · (1 + 1,2 · 10−5 · t);
20 м + 9 мм = 20 м · (1 + 1,2 · 10−5 · t).

Обратите внимание на коэффициенты. Их можно записать по-разному:

1. Десятичные дроби — простые и знакомые конструкции, но с ними придется повозиться;

2. Стандартный вид — более продвинутый прием, который значительно упрощает вычисления (см. урок «Стандартный вид числа»).

Всем своим ученикам я настоятельно рекомендую записывать числа именно в стандартном виде. Это очень просто и экономит много времени. А некоторые задачи (например, температура звезд) по-другому вообще не решаются.

Сводный тест по задачам B14 (2 вариант)

19 января 2012

Задача B14 вполне решаема, даже если вы не умеете работать с производными. Попробуйте этот тест — здесь собраны настоящие задачи из ЕГЭ по математике. Плюс парочка «нестандартных», которые дают на пробных экзаменах и контрольных работах.

Начало формы

· B1

Найдите наименьшее значение функции y = 7sin x + 8cos x − 17x − 18 на отрезке [−π/2; 0].

· [image: image58.wmf]


· B2

Найдите наименьшее значение функции y = x3 − 4x2 − 3x на отрезке [1; 5].

· [image: image59.wmf]


· B3

Найдите наименьшее значение функции y = (x2 − 5x + 5) · e x − 3 на отрезке [1; 5].

· [image: image60.wmf]


· B4

Найдите наибольшее значение функции на отрезке [−14; −1]:
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· [image: image62.wmf]


· B5

Найдите наименьшее значение функции на отрезке [−8; 4]:

[image: image63.png]y = (x—15)vVx+12 + 6




· [image: image64.wmf]


· B6

Найдите наибольшее значение функции y = x3 + x2 − 16x на отрезке [−1; 5].

· [image: image65.wmf]


· B7

Найдите наименьшее значение функции:

[image: image66.png]y =log,(x* + 4x + 85)




· [image: image67.wmf]


· B8

Найдите наибольшее значение функции y = 7 − ln x + 5x − 2x2 на отрезке [0,5; 4].

· [image: image68.wmf]


· B9

Найдите наибольшее значение функции:

[image: image69.png]y=5—x2—6x+25




· [image: image70.wmf]


· B10

Найдите наименьшее значение функции y = x3 − 6x2 + 1 на отрезке [−3; 4].

· [image: image71.wmf]


· B11

Найдите наименьшее значение функции на заданном отрезке:

[image: image72.png]y=5tgx —4x+m+21; ZE[,,,




· [image: image73.wmf]


· B12

Найдите наибольшее значение функции y = (x − 4)2 · e x − 2 на отрезке [1; 3].

  B1

На автозаправке клиент отдал кассиру 1000 рублей и залил в бак 22 литра бензина по цене 31 руб. 80 коп. за литр. Какую сдачу клиент должен получить у кассира? Ответ выразите в рублях.

· [image: image74.wmf]


  B2

На диаграмме показана среднемесячная температура воздуха в Нижнем Новгороде за каждый месяц 1994 года. По горизонтали указываются месяцы, по вертикали — температура в градусах Цельсия. Определите число месяцев во втором полугодии 1994 года, когда среднемесячная температура в Нижнем Новгороде находилась в интервале от −6 °C до 6 °C.
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· [image: image76.wmf]


  B3

На клетчатой бумаге нарисован круг, площадь которого равна 12. Найдите площадь закрашенной фигуры.
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· [image: image78.wmf]


  B4

Для транспортировки 3 тонн груза на 350 км можно воспользоваться услугами одной из трех фирм-перевозчиков. Стоимость перевозки и грузоподъемность автомобилей для каждого перевозчика указана в таблице. Сколько рублей придется заплатить за самую дешевую перевозку?

	Перевозчик
	Стоимость перевозки одним автомобилем (рублей на 10 км)
	Грузоподъемность автомобилей (тонн)

	А
	90
	1,8

	Б
	140
	2,8

	В
	160
	3,2


· [image: image79.wmf]


  B5

Найдите корень уравнения:

[image: image80.png]



· [image: image81.wmf]


  B6

В треугольнике ABC AD — биссектриса, угол C равен 39°, угол CAD равен 24°. Найдите угол B. Ответ дайте в градусах.

· [image: image82.wmf]


  B7

Найдите cos α, если известно следующее:

[image: image83.png]sina = —5-




· [image: image84.wmf]


  B8

На рисунке показана зависимость расстояния от времени при движении теплохода по маршруту от начального пункта. На оси абсцисс откладывается время в часах, на оси ординат — пройденный путь в километрах. Найдите среднюю скорость теплохода на этом маршруте. Ответ дайте в километрах в час.
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· [image: image86.wmf]


  B9

В правильной четырехугольной пирамиде SABCD точка O — центр основания, SD = 5, BD = 6. Найдите длину отрезка SO.

· [image: image87.wmf]


  B10

В кармане у Пети было 2 монеты по 5 рублей и 4 монеты по 10 рублей. Петя, не глядя, переложил какие-то 3 монеты в другой карман. Найдите вероятность того, что пятирублевые монеты лежат теперь в разных карманах.

· [image: image88.wmf]


  B11

Во сколько раз увеличится площадь поверхности пирамиды, если все ее ребра увеличить в 4 раза?

· [image: image89.wmf]


  B12

В ходе распада радиоактивного изотопа его масса уменьшается по закону:

[image: image90.png]L3
m(t)=m,-2°T




где m0 (мг) — начальная масса изотопа, t (мин) — время, прошедшее от начального момента, T (мин) — период полураспада. В начальный момент времени масса изотопа m0 = 16 мг. Период его полураспада T = 7 мин. Через сколько минут масса изотопа будет равна 1 мг?

· [image: image91.wmf]


  B13

Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми 60 км, одновременно выехали автомобилист и велосипедист. Известно, что в час автомобилист проезжает на 45 км больше, чем велосипедист. Определите скорость велосипедиста, если известно, что он прибыл в пункт В на 3 часа позже автомобилиста. Ответ дайте в км/ч.

· [image: image92.wmf]


  B14

Найдите наибольшее значение функции:
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· [image: image94.wmf]


  C1

Решите уравнение:

[image: image95.png]. (31[ 2 )7 .
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В ответе укажите корни, принадлежащие отрезку [3π/2; 5π/2]. Ответ дайте в градусах. Если чисел будет несколько, отделите их друг от друга точкой с запятой. Например: 45; 90

· [image: image96.wmf]


  C2

Основанием прямой призмы ABCA1B1C1 является прямоугольный треугольник ABC, угол C = 90°. Кроме того, известно следующее:

[image: image97.png]



Найдите угол между прямой C1B и плоскостью ABB1. Ответ дайте в градусах.

· [image: image98.wmf]


  C3

Решите систему неравенств:

[image: image99.png][logm(é —x)-logy (x+3)=0
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2% — 6% + [2x — 6]*-1 <2




· [image: image100.wmf]


  C4

Точка M лежит на отрезке AB. На окружности с диаметром AB взята точка C, удаленная от точек A, M и B на расстояния 40, 29 и 30 соответственно. Найдите площадь треугольника BMC.

Если в ответе получатся дроби или иррациональные числа, округлите результат до ближайшего целого числа. Если ответов будет несколько, отделите их друг от друга точкой с запятой. Например: 50; 120

· [image: image101.wmf]


  C5

Найдите все значения a, при каждом из которых наименьшее значение функции f (x) больше, чем −42:

[image: image102.png]



В ответе укажите наименьшее целое значение a.

· [image: image103.wmf]


  C6

Все члены геометрической прогрессии — различные натуральные числа, заключенные между числами 510 и 740. Может ли такая прогрессия состоять из:

а) четырех членов?
б) пяти членов?

В ответе просто отметьте верное утверждение.

· [image: image104.wmf]Только из четырех членов;

· [image: image105.wmf]Только из пяти членов;

· [image: image106.wmf]Может быть и четыре, и пять членов;

· [image: image107.wmf]Не может быть ни четыре, ни пять членов.
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