
XLIII Всероссийская математическая олимпиада школьников

9 класс
Первый день

9.1. В произведении трёх натуральных чисел каждый сомножитель
уменьшили на 3. Могло ли произведение при этом увеличиться
ровно на 2016?

9.2. Вася задумал 8 клеток шахматной доски, никакие две из кото-
рых не лежат в одной строке или в одном столбце. За ход Петя
выставляет на доску 8 ладей, не бьющих друг друга, а затем Ва-
ся указывает все ладьи, стоящие на задуманных клетках. Если
количество ладей, указанных Васей на этом ходе, чётно (т.е. 0, 2,
4, 6 или 8), то Петя выигрывает; иначе все фигуры снимаются с
доски и Петя делает следующий ход. За какое наименьшее число
ходов Петя сможет гарантированно выиграть?

9.3. Существует ли треугольник со сторонами x, y и z такой, что
x3 + y3 + z3 = (x + y)(y + z)(z + x)?

9.4. Равносторонний треугольник ABC вписан в окружность Ω и опи-
сан вокруг окружности ω. На сторонах AC и AB выбраны точки
P и Q соответственно так, что отрезок PQ касается ω. Окруж-
ность Ωb с центром P проходит через B, а окружность Ωc с цен-
тром Q проходит через C. Докажите, что окружности Ω, Ωb и Ωc

имеют общую точку.



XLIII Всероссийская математическая олимпиада школьников

10 класс
Первый день

10.1. В произведении пяти натуральных чисел каждый сомножитель
уменьшили на 3. Могло ли произведение при этом увеличиться
ровно в 15 раз?

10.2. Окружность с центром в точке I вписана в четырёхугольник
ABCD. Лучи BA и CD пересекаются в точке P , а лучи AD

и BC пересекаются в точке Q. Известно, что точка P лежит на
окружности ω, описанной около треугольника AIC. Докажите,
что точка Q тоже лежит на окружности ω.

10.3. Паша выбрал 2017 (не обязательно различных) натуральных чи-
сел a1, a2, . . . , a2017 и играет сам с собой в следующую игру. Из-
начально у него есть неограниченный запас камней и 2017 боль-
ших пустых коробок. За один ход Паша добавляет в любую ко-
робку (по своему выбору) a1 камней, в любую из оставшихся ко-
робок (по своему выбору) — a2 камней, . . . , наконец, в оставшую-
ся коробку— a2017 камней. Пашина цель — добиться того, чтобы
после некоторого хода во всех коробках стало поровну камней.
Мог ли он выбрать числа так, чтобы цели можно было добиться
за 43 хода, но нельзя — за меньшее ненулевое число ходов?

10.4. Учитель собирается дать детям задачу следующего вида. Он со-
общит им, что он задумал многочлен P (x) степени 2017 с целыми
коэффициентами, старший коэффициент которого равен 1. Затем
он сообщит им k целых чисел n1, n2, . . . , nk, и отдельно сообщит
значение выражения P (n1)·P (n2)·. . .·P (nk). По этим данным де-
ти должны найти многочлен, который мог бы задумать учитель.
При каком наименьшем k учитель сможет составить задачу та-
кого вида так, чтобы многочлен, найденный детьми, обязательно
совпал бы с задуманным?



XLIII Всероссийская математическая олимпиада школьников

11 класс
Первый день

11.1. В произведении семи натуральных чисел каждый сомножитель
уменьшили на 3. Могло ли произведение при этом увеличиться
ровно в 13 раз?

11.2. Вася задумал 8 клеток шахматной доски, никакие две из кото-
рых не лежат в одной строке или в одном столбце. За ход Петя
выставляет на доску 8 ладей, не бьющих друг друга, а затем Ва-
ся указывает все ладьи, стоящие на задуманных клетках. Если
количество ладей, указанных Васей на этом ходе, чётно (т.е. 0, 2,
4, 6 или 8), то Петя выигрывает; иначе все фигуры снимаются с
доски и Петя делает следующий ход. За какое наименьшее число
ходов Петя сможет гарантированно выиграть?

11.3. Учитель собирается дать детям задачу следующего вида. Он со-
общит им, что он задумал многочлен P (x) степени 2017 с целыми
коэффициентами, старший коэффициент которого равен 1. Затем
он сообщит им k целых чисел n1, n2, . . . , nk, и отдельно сообщит
значение выражения P (n1)·P (n2)·. . .·P (nk). По этим данным де-
ти должны найти многочлен, который мог бы задумать учитель.
При каком наименьшем k учитель сможет составить задачу та-
кого вида так, чтобы многочлен, найденный детьми, обязательно
совпал бы с задуманным?

11.4. Равносторонний треугольник ABC вписан в окружность Ω и опи-
сан вокруг окружности ω. На сторонах AC и AB выбраны точки
P и Q соответственно так, что отрезок PQ проходит через центр
треугольника ABC. Окружности Γb и Γc построены на отрез-
ках BP и CQ как на диаметрах. Докажите, что окружности Γb
и Γc пересекаются в двух точках, одна из которых лежит на Ω, а
другая — на ω.


