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Ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ II (ìóíèöèïàëüíîãî) ýòàïà XLV Âñåðîññèéñêîé îëèì-
ïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè. Çàäàíèå ïîäãîòîâèëè ÷ëåíû ðåãèîíàëüíîé Ìå-
òîäè÷åñêîé êîìèññèè ïî ìàòåìàòèêå â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ê.ô.-ì.í. Í.Õ. Àãàõàíîâ è ê.ô.-ì.í. Î.Ê. Ïîä-
ëèïñêèé (Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò). Àâòîðû çàäà÷�Í.Õ. Àãàõàíîâ è Î.Ê. Ïîäëèï-
ñêèé. Çàäà÷à 9.3 ïðåäëîæåíà Ï.À. Êîæåâíèêîâûì.

Ðåöåíçåíòû: ê.ô.-ì.í. È.È. Áîãäàíîâ, À.È. Ãîëîâàíîâ.
Êîìïüþòåðíûé ìàêåò ïîäãîòîâèë À.È. Ãîëîâàíîâ.

Óâàæàåìûå êîëëåãè!

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãëàìåíòîì ïðîâåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå, ïðè
ïðîâåðêå ðàáîò îöåíèâàåòñÿ:

� ïðàâèëüíîå ðåøåíèå â 7 áàëëîâ;
� ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè� â 5�6 áàëëîâ;
� ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ñëó÷àÿìè, ëèáî ñ äîêàçàííûì îäíèì èç äâóõ (áîëåå ñëîæíûì) óòâåð-
æäåíèé çàäà÷è� â 4 áàëëà;

� äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîìîãàþùèõ â ðåøåíèè çàäà÷è� â 2�3 áàëëà;
� ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ� â 1 áàëë.

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò

0 áàëëîâ.

Ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ â òå÷åíèå 4 ÷àñîâ, ó÷àùèìèñÿ 6 êëàññîâ � 3 ÷àñîâ.
Âîïðîñû ïî îðãàíèçàöèè ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû, åå ñîäåðæàíèþ è îöåíêå ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ìîæíî

çàäàòü 2 äåêàáðÿ 2018 ã. ñ 9.30 äî 18.30 ïî òåëåôîíó (495) 408�76�66.

Ñîãëàñíî äåéñòâóþùåìó Ïîðÿäêó ïðîâåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ, ïîáåäèòåëÿìè
ìóíèöèïàëüíîãî ýòàïà ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòíèêè, íàáðàâøèå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ. Âàæíî îòìåòèòü,
÷òî ïîáåäèòåëÿìè è ïðèçåðàìè îëèìïèàäû â êàæäîé ïàðàëëåëè (6�11 êëàññîâ) ìîãóò ñòàòü íåñêîëüêî
ó÷àñòíèêîâ � âîçìîæíî, íàáðàâøèõ ðàçíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ.

Âíèìàíèå! Ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî ïðàâèëüíûìè. Êðîìå òîãî, îöåíêà çà
çàäà÷ó íå äîëæíà çàâèñåòü îò äëèíû ðåøåíèÿ èëè åãî ðàöèîíàëüíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, â 0 áàëëîâ îöå-
íèâàåòñÿ ¾ðåøåíèå¿ çàäà÷è, ïðè êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå (íàèáîëåå ÷àñòî ýòî
âñòðå÷àåòñÿ â ãåîìåòðèè: íàïðèìåð, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé, à ðåøåíèå íà÷è-
íàåòñÿ ñî ñëîâ ¾Ïóñòü 4ABC �ðàâíîñòîðîííèé. . . ¿).

Ðåøåíèå çàäà÷ íà íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû âêëþ÷àåò
â ñåáÿ äâà øàãà:

1) äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå áîëüøå (íå ìåíüøå) íåêîòîðîãî ÷èñëà (¾îöåíêà¿);
2) ïîñòðîåíèå ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî äîñòèæèìîñòü ýòîãî çíà÷åíèÿ (¾ïðèìåð¿).
Â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ â 4�5 áàëëîâ, âòîðîé øàã � â 2�

3 áàëëà.

Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî øêîëüíèêè, âïåðâûå ïðèíèìàþùèå ó÷àñòèå â îëèìïèàäå, îñîáåííî ó÷àùèåñÿ
6 è 7 êëàññîâ, íå óìåþò ÷åòêî çàïèñûâàòü îáúÿñíåíèÿ â ñâîèõ ðåøåíèÿõ. Ïîýòîìó â 6�7 êëàññàõ íóæíî
îöåíèâàòü ñòåïåíü ïîíèìàíèÿ ðåøåíèÿ, à íå êà÷åñòâî åãî çàïèñè.

Â ïðèâåäåííûõ ïîñëå ðåøåíèé çàäà÷ êîììåíòàðèÿõ óêàçàíû áàëëû çà òèïè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â ðå-
øåíèè è îøèáêè.

Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!



Â 2018�2019 ó÷åáíîì ãîäó III (ðåãèîíàëüíûé) ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòå-
ìàòèêå â Ìîñêîâñêîé îáëàñòè áóäåò ïðîâåäåí 1 ôåâðàëÿ (1 òóð) è 2 ôåâðàëÿ (2 òóð) 2019 ã. äëÿ ó÷àùèõñÿ
9�11 êëàññîâ. Îäíîâðåìåííî äëÿ ó÷àùèõñÿ 8 êëàññà áóäåò ïðîâåäåí ðåãèîíàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû Ýé-
ëåðà. Ñîãëàñíî Ïîðÿäêó ïðîâåäåíèÿ Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ, ó÷àñòíèêàìè ðåãèîíàëüíîãî
ýòàïà ÿâëÿþòñÿ:

� ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû ðåãèîíàëüíîãî ýòàïà îëèìïèàäû ïðåäûäóùåãî ãîäà;
� ó÷àñòíèêè ìóíèöèïàëüíîãî ýòàïà îëèìïèàäû òåêóùåãî ãîäà, íàáðàâøèå íåîáõîäèìîå äëÿ ó÷àñòèÿ

â ðåãèîíàëüíîì ýòàïå êîëè÷åñòâî áàëëîâ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèêàçîì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ìîñêîâñêîé îáëàñòè îáà òóðà ðåãèîíàëüíîé

îëèìïèàäû ïðîéäóò íà áàçå ÌÔÒÈ â ã. Äîëãîïðóäíîì è ã. Æóêîâñêîì. Ìóíèöèïàëüíîå îáðàçîâàíèå ïðè
ñäà÷å çàÿâêè íà ó÷àñòèå âûáèðàåò ìåñòî ïðîâåäåíèÿ (èç äâóõ) ñàìîñòîÿòåëüíî.

c© Àãàõàíîâ Í.Õ., Ïîäëèïñêèé Î.Ê., 2018
c© Ãîëîâàíîâ À.È., ìàêåò, 2018



XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

6 êëàññ
6.1. Â ÷èñëîâîì ïðèìåðå ÀÁÂ + 9 = ÃÄÅ áóêâû À, Á, Â, Ã, Ä è Å îáîçíà÷àþò øåñòü ðàçíûõ öèôð.

Êàêàÿ öèôðà îáîçíà÷åíà áóêâîé Ä?

Îòâåò. 0.

Ðåøåíèå. Ïðè ñëîæåíèè âòîðàÿ öèôðà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ÀÁÂ èçìåíèëàñü (Ä âìåñòî Á).

Ýòî ìîãëî áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èç ðàçðÿäà åäèíèö ïðè ñëîæåíèè áûëà ïåðåíåñåíà 1 â
ðàçðÿä äåñÿòêîâ. Íî è ïåðâàÿ öèôðà ïðè ñëîæåíèè èçìåíèëàñü (Ã âìåñòî À). Çíà÷èò, èç ðàçðÿäà

äåñÿòêîâ ïðè ñëîæåíèè â ðàçðÿä ñîòåí òîæå ïåðåíåñåíà åäèíèöà. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà

Á+ 1 = 10. Çíà÷èò, Á = 9, à òîãäà Ä = 0.
Çàìå÷àíèå. Ó ðåáóñà åñòü ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, 194 + 9 = 203.
Êîììåíòàðèé. Îöåíêà íå ñíèæàåòñÿ, åñëè íàéäåí ïðàâèëüíûé îòâåò, óêàçàíî, ÷òî Á = 9,

Ä = 0, íî ïîäðîáíûõ îáúÿñíåíèé íå ïðèâåäåíî.

6.2. Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì êâàäðàòà, îáðàçóþò êâàäðàòèê, öåíòð

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì èñõîäíîãî êâàäðàòà. Èçâåñòíî, ÷òî ïëî-

ùàäü êðåñòà, îáðàçîâàííîãî êâàäðàòèêîì (ñì. ðèñ. ñïðàâà) â 17 ðàç áîëü-
øå ïëîùàäè êâàäðàòèêà. À âî ñêîëüêî ðàç ïëîùàäü èñõîäíîãî êâàäðàòà

áîëüøå ïëîùàäè êâàäðàòèêà?

Îòâåò. Â 81 ðàç.

Ðåøåíèå. Ïóñòü êâàäðàòèê èìååò ðàçìåðû 1 ñì×1 ñì, à êâàäðàò �
n ñì × n ñì. Òîãäà ïëîùàäü êðåñòà ðàâíà (2n − 1) ñì2 (âåðòèêàëüíûé

ñòîëáèê èìååò ðàçìåðû n×1, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòðîêà � 1×n, à ïëîùàäü êâàäðàòèêà ìû ñîñ÷èòàëè

äâàæäû). Èç ðàâåíñòâà 2n − 1 = 17 ïîëó÷àåì, ÷òî n = 9. Çíà÷èò, ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà

9× 9 = 81 ñì2.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò ïîëó÷åí ïîäáîðîì� 5 áàëëîâ.

6.3. Ìàëü÷èêè ïðèíåñëè â êëàññ êîíôåòû è ðàçäàëè èõ äåâî÷êàì. Ïåòÿ ñêàçàë, ÷òî îí ïðèí�åñ ðîâíî

ïîëîâèíó îáùåãî ÷èñëà êîíôåò. Êîëÿ ñêàçàë, ÷òî îí ïðèí�åñ ðîâíî òðåòü îáùåãî ÷èñëà êîíôåò,

è îòäàë ñâîè êîíôåòû òîëüêî Ìàøå è Òàíå, ïðè÷�åì Ìàøå äîñòàëîñü íà 3 êîíôåòû áîëüøå, ÷åì

Òàíå. Äîêàæèòå, ÷òî êòî-òî èç ðåáÿò îøèáñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ìàëü÷èêà íå îøèáëèñü. Ïîñêîëüêó Ïåòÿ íå îøèáñÿ, òî îá-

ùåå êîëè÷åñòâî ïðèíåñ�åííûõ êîíôåò ÷�åòíî (â äâà ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà êîíôåò, ïðèíåñ�åííûõ

Ïåòåé). Òðåòü îò ÷�åòíîãî ÷èñëà � òîæå ÷�åòíîå ÷èñëî. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî êîíôåò, êîòîðûå ïðèí�åñ

Êîëÿ, ÷�åòíî. Íî, ïî åãî ñëîâàì, îí îòäàë äåâî÷êàì íå÷�åòíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, òàê êàê êîëè-

÷åñòâà êîíôåò, äîñòàâøèõñÿ Ìàøå è Òàíå, èìåþò ðàçíóþ ÷�åòíîñòü (ðàçëè÷àþòñÿ íà 3), à ñóììà

äâóõ ÷èñåë ðàçíîé ÷�åòíîñòè íå÷�åòíà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò äîëæíî áûòü ÷�åòíûì� 2 áàëëà.

Ïîêàçàíî, ÷òî èç òîãî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ÷�åòíî, ñëåäóåò, ÷òî Êîëÿ ïðèíåñ ÷�åòíîå

÷èñëî êîíôåò � 2 áàëëà.

Çàìå÷åíî, ÷òî êîëè÷åñòâà êîíôåò, äîñòàâøèõñÿ Ìàøå è Òàíå, èìåþò ðàçíóþ ÷�åòíîñòü � 2 áàë-

ëà.

6.4. Âàñÿ âûïèñàë íà äîñêó 999 ïðîèçâåäåíèé: 1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . , 999 · 1000. Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà

êàêèõ-òî äâóõ èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíà 20000?
Îòâåò. Âåðíî.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 99 · 100 + 100 · 101 = 100(99 + 101) = 100 · 200 = 20000.
Çàìå÷àíèå. Åù�å âîçìîæíû òîëüêî òðè ïðèìåðà: 54 · 55 + 130 · 131, 40 · 41 + 135 · 136,

89 · 90 + 109 · 110.
Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç ïðèìåðà ïàð ïðîèçâåäåíèé� 0 áàëëîâ.

Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð� 7 áàëëîâ.

6.5. Â êîìíàòå 10 ÷åëîâåê � ëæåöû è ðûöàðè (ëæåöû âñåãäà ëãóò, à ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó).

Ïåðâûé ñêàçàë: ¾Â ýòîé êîìíàòå ïî êðàéíåé ìåðå 1 ëæåö¿. Âòîðîé ñêàçàë: ¾Â ýòîé êîìíàòå ïî

êðàéíåé ìåðå 2 ëæåöà¿. Òðåòèé ñêàçàë: ¾Â ýòîé êîìíàòå ïî êðàéíåé ìåðå 3 ëæåöà¿. È òàê äàëåå

4



Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä

äî äåñÿòîãî, êîòîðûé ñêàçàë: ¾Â ýòîé êîìíàòå âñå ëæåöû¿. Ñêîëüêî ëæåöîâ ìîãëî áûòü ñðåäè

ýòèõ 10 ÷åëîâåê?

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â êîìíàòå k ëæåöîâ. Òîãäà ïåðâûå k ÷åëîâåê ñêàçàëè ïðàâäó (è, ñëåäîâà-

òåëüíî, áûëè ðûöàðÿìè), à îñòàëüíûå (10 − k) ñîâðàëè (è áûëè ëæåöàìè). Çíà÷èò, k = 10 − k,
îòêóäà k = 5.

Êîììåíòàðèé. Îòâåò ïîëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà � 3 áàëëà.
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

7 êëàññ
7.1. Ðàññòàâüòå ïî êðóãó 6 íåíóëåâûõ öèôð (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) òàê, ÷òîáû êàæäàÿ èç íèõ

ðàâíÿëàñü ïîñëåäíåé öèôðå ñóììû ñâîèõ ñîñåäåé.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, −4− 2− 8− 6− 8− 2−.
Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû.

Êîììåíòàðèé. Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð� 7 áàëëîâ.

7.2. Ïåòÿ, Êîëÿ è Âàñÿ ñîáèðàëè ãðèáû. Ïåòÿ ñêàçàë, ÷òî îí íàø�åë íà 7 ãðèáîâ ìåíüøå, ÷åì ñóììàðíî

íàøëè Êîëÿ è Âàñÿ, à Êîëÿ ñêàçàë, ÷òî îí íàø�åë íà 10 ãðèáîâ ìåíüøå, ÷åì ñóììàðíî íàøëè

Ïåòÿ è Âàñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êòî-òî èç ðåáÿò îøèáñÿ.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêòî èç ðåáÿò íå îøèáñÿ. Ðàç Ïåòÿ íàøåë íà íå÷�åòíîå

÷èñëî 7 ìåíüøå ãðèáîâ, ÷åì Êîëÿ è Âàñÿ íàøëè âìåñòå, òî êîëè÷åñòâî ãðèáîâ, ñîáðàííûõ Ïåòåé,

è êîëè÷åñòâî ãðèáîâ, ñîáðàííûõ âìåñòå Êîëåé è Âàñåé � ðàçíîé ÷�åòíîñòè. Íî òîãäà îáùåå ÷èñëî

ñîáðàííûõ ãðèáîâ íå÷�åòíî. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâà ãðèáîâ, ñîáðàííûõ

Êîëåé, è Ïåòåé âìåñòå ñ Âàñåé � îäíîé ÷�åòíîñòè. Íî òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ñîáðàííûõ ãðèáîâ

÷�åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü Ïåòÿ íàøåë p ãðèáîâ, Âàñÿ � v ãðèáîâ, à Êîëÿ � k ãðèáîâ. Òîãäà

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà p = k + v − 7, k = p + v − 10. Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 2v = 17,
÷òî íåâîçìîæíî.

Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ

÷�åòíî � 3 áàëëà.

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ íå÷�åòíî � 3 áàë-

ëà.

7.3. Èç êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 6× 5 âûðåçàëè â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèê 2× 1,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ìîæíî ëè ïîëó÷èâøóþñÿ ôèãóðó ðàçðåçàòü íà 6

òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò. Ìîæíî.

Ðåøåíèå. Îäèí èç ïðèìåðîâ ðàçðåçàíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Êîììåíòàðèé. Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð� 7 áàëëîâ.

7.4. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè 13 ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå öèôðà N è íå èñïîëüçóþòñÿ íèêàêèå

äðóãèå öèôðû. Ìîæåò ëè ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 8900098?
Îòâåò. Íå ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìîãëà ðàâíÿòüñÿ 8900098. Ó êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ îäíà

è òà æå ïîñëåäíÿÿ öèôðà N . Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñóììû ðàâíà ïîñëåäíåé öèôðå ÷èñëà 13N .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N = 6. Íî òîãäà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ äåëèòñÿ íà 6, òî åñòü äåëèòñÿ íà 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, è ñóììà âñåõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3. Íî ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 3 ÷èñëî 8900098
íà 3 íå äåëèòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî N = 6� 3 áàëëà.

7.5. Ïî êðóãó ñòîÿò 100 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö (ëæåöû âñåãäà ëãóò, à

ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó). Êàæäûé èç ñòîÿâøèõ ñêàçàë: ¾Ó ìåíÿ åñòü ñîñåä ëæåö¿. Íàéäèòå

ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî ëæåöîâ ñðåäè ýòèõ 100 ÷åëîâåê.

Îòâåò. 34.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 3 ðûöàðÿ íå ìîãóò ñòîÿòü ðÿäîì, òàê â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèé ðûöàðü

ñîëãàë áû. Çíà÷èò, ñðåäè ëþáûõ 3 ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷åëîâåê åñòü ëæåö. Âîçüìåì êàêîãî-íèáóäü
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ëæåöà, à îñòàëüíûõ 99 ÷åëîâåê ðàçîáüåì íà 33 òðîéêè ñòîÿùèõ ðÿäîì. Òàê êàê â êàæäîé òðîéêå

åñòü õîòÿ áû îäèí ëæåö, îáùåå ÷èñëî ëæåöîâ â êðóãå íå ìåíüøå 1 + 33 = 34.
Ðîâíî 34 ëæåöà ìîãóò ñòîÿòü, íàïðèìåð, òàê: �Ë(ÐËÐ)(ÐËÐ). . . (ÐËÐ)�.
Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ëæåöîâ íå ìåíüøå 34� 4 áàëëà.

Òîëüêî ïðèâåä�åí ïðèìåð ðàññòàíîâêè ñ 34 ëæåöàìè� 2 áàëëà.
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8 êëàññ
8.1. ×åòûð�åì äåâî÷êàì äàëè êîíôåòû. Ìàøà ñêàçàëà: ¾Ó íàñ ñ Êàòåé íà 12 êîíôåò áîëüøå, ÷åì

ó Ëåíû ñ Îëåé¿, à Êàòÿ ñêàçàëà: ¾Ó íàñ ñ Ëåíîé íà 7 êîíôåò ìåíüøå, ÷åì ó Ìàøè ñ Îëåé¿.

Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç äåâî÷åê îøèáëàñü.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíà èç äåâî÷åê íå îøèáëàñü. Òîãäà îáùåå êîëè-

÷åñòâî êîíôåò ó Ìàøè ñ Êàòåé òàêîé æå ÷�åòíîñòè, êàê îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó Ëåíû ñ Îëåé

(îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà ÷�åòíîå ÷èñëî 12). Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó âñåõ ÷åòûð�åõ äåâî÷åê

÷�åòíî. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó Êàòè ñ Ëåíîé ïðîòè-

âîïîëîæíîé ÷�åòíîñòè îáùåìó êîëè÷åñòâó êîíôåò ó Ìàøè ñ Îëåé (îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà íå÷�åòíîå

÷èñëî 7). Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó âñåõ ÷åòûð�åõ äåâî÷åê íå÷�åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cM , cK , cL è cO êîëè÷åñòâà êîíôåò ó Ìàøè, Êàòè, Ëåíû

è Îëè, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç óñëîâèÿ èçâåñòíî, ÷òî, åñëè áû íè îäíà èç äåâî÷åê íå îøèáëàñü,

òî {
cM + cK = cL + cO + 12,
cK + cL = cM + cO − 7.

Ñëîæèâ îáà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 2cK − 2cO − 5 = 0. Çàìåòèâ, ÷òî 2cK è 2cO ÷�åòíû, à 5 íå÷�åòíî,
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò

÷�åòíî � 3 áàëëà.

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò íå÷�åòíî � 3 áàë-

ëà.

8.2. Íà ïåðåìåíàõ øêîëüíèêè èãðàëè â íàñòîëüíûé òåííèñ. Ëþáûå äâà øêîëüíèêà èãðàëè äðóã ñ

äðóãîì íå áîëåå îäíîé èãðû. Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî Ïåòÿ ñûãðàë ïîëîâèíó, Êîëÿ� òðåòü,

à Âàñÿ � ïÿòóþ ÷àñòü îò ÷èñëà âñåõ ïðîâåä�åííûõ çà íåäåëþ èãð. Êàêîå êîëè÷åñòâî èãð ìîãëî áûòü

ñûãðàíî çà íåäåëþ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Âàñÿ íå èãðàë íè ñ Ïåòåé, íè ñ Êîëåé?

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëîâèíà, òðåòü è ïÿòàÿ ÷àñòü îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ïðîâåä�åííûõ èãð� öåëûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé � ÷èñåë 2,

3, 5 � ðàâíî 30, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîâåä�åííûõ èãð òîæå êðàòíî 30. Ïóñòü îíî ðàâíî 30p. Òîãäà
Ïåòÿ ñûãðàë 15p, Êîëÿ� 10p, Âàñÿ � 6p èãð.

Ïóñòü y�êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ ìåæäó ñîáîé Ïåòåé è Êîëåé (ýòî ÷èñëî ðàâíî 0 èëè 1),

à z �êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ áåç ó÷àñòèÿ Ïåòè, Êîëè è Âàñè. Òîãäà 15p+10p+6p−y+z = 30p,
òî åñòü p = y−z. Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå p ðàâíî 1, è îíî äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà y = 1, z = 0.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâî: òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîãëà èìåòü ìåñòî (òî

åñòü ìîæíî ïðîâåñòè 30 èãð â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì).

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî èãð äåëèòñÿ íà 30 � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ 30 èãðàìè, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò � 3 áàëëà.

Ïðèâîäèòü ïðèìåð ñ 30 èãðàìè â ðåøåíèè íå òðåáóåòñÿ (ïî óñëîâèþ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå èãðû

áûëè ïðîâåäåíû).

8.3. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D, E è F òàê,

÷òî BE = BD è AF = AD. Èçâåñòíî, ÷òî ED� áèññåêòðèñà óãëà BEF . Äîêàæèòå, ÷òî FD�

áèññåêòðèñà óãëà AFE.

A

B

C

D
E

F
Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà ñòîðîí BE è BD òðåóãîëüíèêà

DBE ñëåäóåò, ÷òî ∠BDE = ∠BED (ñì. ðèñ. 2). Íî, ïî óñëîâèþ,

∠FED = ∠BED. Çíà÷èò, ∠FED = ∠BDE. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðÿìûå BA è EF ïàðàëëåëüíû. Íî òîãäà ∠EFD = ∠ADF . Êðî-
ìå òîãî, èç ðàâåíñòâà AF = AD ñëåäóåò, ÷òî ∠ADF = ∠AFD.
Çíà÷èò, FD� áèññåêòðèñà óãëà AFE. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìûå BA è EF ïàðàë-

ëåëüíû� 3 áàëëà.

8.4. Ñóììà äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 100, è ñóììà äâóõ äðóãèõ öåëûõ
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÷èñåë òîæå ðàâíà 100. ×èñëà â ïåðâîé ïàðå ïåðåìíîæèëè è ñëîæèëè ñ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë âî

âòîðîé ïàðå. Ìîãëà ëè ñóììà ýòèõ äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíÿòüñÿ 1001?
Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ìîãëà ðàâíÿòüñÿ 1001. Ñóììà äâóõ ÷è-

ñåë (â äàííîì ñëó÷àå � ýòèõ ïðîèçâåäåíèé) áûâàåò íå÷�åòíîé òîëüêî êîãäà îäíî èç íèõ ÷�åòíî, à

äðóãîå � íå÷�åòíî. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîèçâåäåíèé ÷�åòíî, à äðóãîå � íå÷�åòíî.

Åñëè ñóììà äâóõ ÷èñåë ðàâíà 100, à èõ ïðîèçâåäåíèå íå÷�åòíî, òî îáà ÷èñëà äîëæíû áûòü

íå÷�åòíûìè, ïðè ýòîì îäíî èç íèõ äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4, à äðóãîå � îñòàòîê

3 ïðè äåëåíèè íà 4. Òîãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà 4 ðàâåí 1 · 3 = 3.
Åñëè ñóììà äâóõ ÷èñåë ðàâíà 100, à èõ ïðîèçâåäåíèå ÷�åòíî, òî îáà ÷èñëà äîëæíû áûòü

÷�åòíûìè. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå äà�åò îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè íà 4.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äâóõ ïðîèçâåäåíèé áóäåò äàâàòü îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 4. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê 1001 äà�åò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4.
Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî â îäíîé èç ïàð îáà ÷èñëà ÷�åòíû� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ïàðå ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 4� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â îäíîé èç ïàð îáà ÷èñëà íå÷�åòíû� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ïàðå ïðîèçâåäåíèå èìååò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 4� 3 áàëëà.

8.5. Íà øàõìàòíóþ äîñêó 8×8 ïîñòàâèëè k ëàäåé è k êîíåé òàê, ÷òî íè îäíà èç ôèãóð íå áü�åò íèêàêóþ
äðóãóþ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â îäíîé ñòðîêå (ñòîëáöå) ñ ëàäü�åé íå ìîæåò ñòîÿòü íèêàêàÿ

äðóãàÿ ôèãóðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äîñêó ïîñòàâèëè 6 ëàäåé. Òîãäà îíè ñòîÿò â 6 ñòðîêàõ è 6 ñòîëáöàõ.

Ïîýòîìó íåïîáèòûõ êëåòîê îñòàíåòñÿ âñåãî 4 (ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïóñòûõ ñòðîê è äâóõ
ïóñòûõ ñòîëáöîâ). Â ýòè êëåòêè íåëüçÿ ïîñòàâèòü 6 êîíåé. Ïîýòîìó k íå áîëüøå 5.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî, êàê ïîñòàâèòü íà äîñêó 5 ëàäåé è 5 êîíåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã

äðóãà.

n

n n

n

n

r
r

r
r
r

Ðèñ. 3

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû ðàññòàíîâêè.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî k íå áîëüøå 5� 4 áàëëà.

Ïðèâåä�åí òîëüêî ïðèìåð ðàññòàíîâêè 5 êîíåé è 5 ëàäåé � 3 áàëëà.
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9 êëàññ
9.1. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p è r. Ïóñòü f(x) è g(x) � ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ êîðíÿìè p è r.

Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ f(x)g(x) = f(0)g(0).
Îòâåò. x1 = 0, x2 = p+ r.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå ôóíêöèè èìåþò âèä: f(x) = ax+ b è g(x) = cx+ d. Òîãäà

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (ax + b)(cx + d) − bd = 0, òî åñòü x(acx + ad + bc) = 0. Îäèí êîðåíü

ýòîãî óðàâíåíèÿ x1 = 0, à âòîðîé x2 = −ad− bc
ac

, òî åñòü x2 = − d
c
− b
a
. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

− d
c
åñòü r, à − b

a
� ýòî p.

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàïèøåì íàøè ôóíêöèè â âèäå: f(x) = a(x− p), g(x) = c(x− r). Òîãäà
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ac(x− p)(x− r)− acpr = 0,
òî åñòü acx(x− p− r) = 0, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îäíèì èç êîðíåé ÿâëÿåòñÿ 0� 2 áàëëà.

Îòâåò çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ, íå óêàçàííûõ â óñëîâèè� áàëëû íå äîáàâëÿþòñÿ.

9.2. Íà ïåðåìåíàõ øêîëüíèêè èãðàëè â íàñòîëüíûé òåííèñ. Ëþáûå äâà øêîëüíèêà èãðàëè äðóã ñ

äðóãîì íå áîëåå îäíîé èãðû. Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî Ïåòÿ ñûãðàë ïîëîâèíó, Êîëÿ� òðåòü,

à Âàñÿ � ïÿòóþ ÷àñòü îò ÷èñëà âñåõ ïðîâåä�åííûõ çà íåäåëþ èãð. Êàêîå êîëè÷åñòâî èãð ìîãëî áûòü

ñûãðàíî çà íåäåëþ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ èãðàõ íå ó÷àñòâîâàëè íè Âàñÿ, íè

Ïåòÿ, íè Êîëÿ?

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëîâèíà, òðåòü è ïÿòàÿ ÷àñòü îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ïðîâåä�åííûõ èãð� öåëûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé � ÷èñåë 2,

3, 5 � ðàâíî 30, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîâåä�åííûõ èãð òîæå êðàòíî 30. Ïóñòü îíî ðàâíî 30p. Òîãäà
Ïåòÿ ñûãðàë 15p, Êîëÿ� 10p, Âàñÿ � 6p èãð. Ïóñòü y�êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ ìåæäó ñîáîé

Ïåòåé, Êîëåé è Âàñåé (ýòî ÷èñëî ðàâíî 0, 1, 2 èëè 3), à z �êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ áåç ó÷àñòèÿ

Ïåòè, Êîëè è Âàñè (z > 2). Òîãäà 15p + 10p + 6p − y + z = 30p, òî åñòü p = y − z. Åäèíñòâåííîå
âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå p ðàâíî 1, è îíî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà y = 3, z = 2.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâî: òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîãëà èìåòü ìåñòî (òî

åñòü ìîæíî ïðîâåñòè 30 èãð â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì).

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî èãð äåëèòñÿ íà 30 � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ 30 èãðàìè, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò � 3 áàëëà.

Ïðèâîäèòü ïðèìåð ñ 30 èãðàìè â ðåøåíèè íå òðåáóåòñÿ (ïî óñëîâèþ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå èãðû

áûëè ïðîâåäåíû).

9.3. Èç òî÷êè A ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AB è AC ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O (B è C � òî÷êè êàñàíèÿ).

Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà AO. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABM , êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC.
Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óãîë OAC ðàâåí âïèñàííîìó óãëó

ABM (ñì. ðèñ. 4). Íî ðàäèóñ OB ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé AB, ïîýòîìó BM �ìåäèàíà

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OBA. Çíà÷èò BM = AO
2

= AM , è ïîòîìó ∠ABM = ∠BAM =

= ∠BAO. Íî AO� áèññåêòðèñà óãëà BAC, çíà÷èò, ∠BAO = ∠OAC. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

A

B

C

O
M

Ðèñ. 4

Êîììåíòàðèé. Óêàçàíî, êàêîå ðàâåíñòâî óãëîâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ� 2 áàëëà.
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9.4. Ê ÷èñëó A, ñîñòîÿùåìó èç âîñüìè íåíóëåâûõ öèôð, ïðèáàâèëè ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå

èç îäèíàêîâûõ öèôð, è ïîëó÷èëè âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî B. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî B ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî èç ÷èñëà A ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðûõ öèôð. Íà êàêóþ öèôðó ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ÷èñëî

A, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà B ðàâíà 5?

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëà A è B èìåþò îäèíàêîâóþ ñóììó öèôð, òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ

íà 9. Ïîýòîìó ïðèáàâëåííîå ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî èç îäèíàêîâûõ öèôð äåëèòñÿ íà 9. Çíà÷èò, îíî

ñîñòîèò èç äåâÿòîê. Òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ê ÷èñëó A ïðèáàâèëè 107 è âû÷ëè 1. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ÷èñëî B ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñëà A óâåëè÷åíèåì ïåðâîé öèôðû íà 1 è óìåíüøåíèåì ïîñëåäíåé

öèôðû íà 1 (òàê êàê â A íåò íóëåé, à B âîñüìèçíà÷íî), à îñòàëüíûå öèôðû íå ìåíÿþòñÿ. Òàê êàê

÷èñëî B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ÷èñëà A ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðûõ öèôð, òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

÷èñëà B ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé öèôðîé ÷èñëà A (è íàîáîðîò). Ïîýòîìó ÷èñëî A ìîæåò íà÷èíàòüñÿ

òîëüêî íà öèôðó 5.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðèáàâëÿåìîå ÷èñëî ñîñòîèò èç äåâÿòîê� 2 áàëëà.

Îòâåò ïîëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà � 1 áàëë.

9.5. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8×8 ðàçìåùåíû 8 êëåò÷àòûõ êîðàáëåé ðàçìåðà 1×3 òàê, ÷òî íè ó êàêèõ äâóõ
êëåòîê, çàíÿòûõ ðàçíûìè êîðàáëÿìè, íåò îáùèõ òî÷åê. Îäíèì âûñòðåëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîñòðå-

ëèòü öåëèêîì âñå 8 êëåòîê îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà. Êàêîãî ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà

âûñòðåëîâ õâàòèò, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ðàíèòü õîòÿ áû îäèí êîðàáëü?

11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222

33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 44444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444444

Ðèñ. 5

Îòâåò. 2 âûñòðåëîâ.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì 2 âûñòðåëà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìû íå ðàíèëè íè îäèí êîðàáëü. Òîãäà â îáëàñòè 1 êî-

ðàáëåé íåò. Â êàæäîé èç îáëàñòåé 2 è 3 ñòîèò íå áîëåå 1 êîðàáëÿ.

Çíà÷èò, â îáëàñòè 4 ñòîèò ïî êðàéíåé ìåðå 6 êîðàáëåé.

Îáëàñòü 4 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì 5×5. Òîãäà â ýòîé îáëàñòè êîðàá-
ëè, ðàñïîëîæåííûå ãîðèçîíòàëüíî, íå ìîãóò ëåæàòü â ñîñåäíèõ ñòðî-

êàõ, à êîðàáëè, ðàñïîëîæåííûå âåðòèêàëüíî, íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ

â ñîñåäíèõ ñòîëáöàõ. Ïîýòîìó â ýòîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ 3 ¾âåðòè-

êàëüíûõ¿ è 3 ¾ãîðèçîíòàëüíûõ¿ êîðàáëÿ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ëåæèò

â öåíòðàëüíîé ñòðîêå, à äðóãîé � â öåíòðàëüíîì ñòîëáöå îáëàñòè. Íî òîãäà îáà ýòèõ êîðàáëÿ

ñîäåðæàò öåíòðàëüíóþ êëåòêó îáëàñòè. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðàáëü

ðàíåí.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñäåëàí òîëüêî îäèí âûñòðåë, òî ìîæíî íå ðàíèòü íè îäèí êîðàáëü. Ïóñòü

âûñòðåë áûë ñäåëàí â êàêóþ-òî ñòðîêó. Çàìåòèì, ÷òî â îäíîé ñòðîêå ìîæíî ðàçìåñòèòü äâà

êîðàáëÿ. Òîãäà åñëè âûñòðåë ñäåëàí â ñòðîêó ñ íå÷�åòíûì íîìåðîì, ïî äâà êîðàáëÿ ìîãëè ñòîÿòü

â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 2, 4, 6 è 8. Åñëè æå âûñòðåë ñäåëàí â ñòðîêó ñ ÷�åòíûì íîìåðîì, ïî äâà

êîðàáëÿ ìîãëè ñòîÿòü â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 1, 3, 5 è 7.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáëàñòè 4 íåëüçÿ ðàññòàâèòü äàæå 5 êîðàáëåé.

Êîììåíòàðèé. Ïîêàçàíî òîëüêî, êàê çà 2 âûñòðåëà ðàíèòü êîðàáëü � 4 áàëëà.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî 1 âûñòðåëà ìîæåò íå õâàòèòü � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð äâóõ âûñòðåëîâ, íî íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó áóäåò ðàíåí õîòÿ áû

îäèí êîðàáëü � 1 áàëë (âìåñòî 4 áàëëîâ ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ).
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10 êëàññ
10.1. Ïóñòü f(x) = x2 + 2ax + b. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò äâà êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

òîãäà ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì k óðàâíåíèå f(x) + k(x+ a)2 = 0 òàêæå èìååò äâà êîðíÿ.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ a2− b > 0. Ïóñòü F (x) = f(x)+ k(x+ a)2. Âû÷èñëèì äèñêðè-

ìèíàíò íîâîãî òð�åõ÷ëåíà F (x). Èìååì:

F (x) = x2 + 2ax+ b+ k(x+ a)2 = (k + 1)x2 + 2a(k + 1)x+ (b+ ka2).

Çíà÷èò,
1

4
D1 = a2(k + 1)2 − (k + 1)(b+ ka2) = (k + 1)(a2 − b),

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è, ïîñêîëüêó k + 1 > 0.
Âòîðîå ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì èñõîäíûé òð�åõ÷ëåí â âèäå (x+ a)2 + (b− a2). Åãî çíà÷åíèå â

âåðøèíå ðàâíî b− a2 < 0. Íîâûé òð�åõ÷ëåí åñòü

F (x) = (k + 1)(x+ a)2 + (b− a2),
ïðè÷�åì åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí. Òàê êàê òð�åõ÷ëåí F â òî÷êå x = −a ïðèíèìàåò
îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå b− a2, òî îí èìååò êîðíè.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî âåðøèíà íîâîé ïàðàáîëû èìååò àáñöèññó −a� 2 áàëëà.

10.2. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A, B, D òðàïåöèè ABCD, ïåðåñåêàåò å�å áîêîâóþ ñòî-

ðîíó CD â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà BCK, êàñàåòñÿ

ïðÿìîé AB.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà AB çà òî÷êó B (ñì. ðèñ. 6).

Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óãîë PBC ðàâåí âïèñàííîìó óãëó CKB. Íî
óãëû CKB è DKB ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, ïîýòîìó ∠CKB = 180◦ − ∠DKB. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

÷åòûðåõóãîëüíèê DKBA� âïèñàííûé, ïîýòîìó ∠DKB = 180◦−∠DAB. Íàêîíåö, èç ïàðàëëåëü-
íîñòè ñòîðîí AD è BC òðàïåöèè ñëåäóåò, ÷òî ∠CBP = ∠DAB. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

A

B

P

C

K

D

Ðèñ. 6

Êîììåíòàðèé. Óêàçàíî, êàêîå ðàâåíñòâî óãëîâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ� 2 áàëëà.

10.3. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8× 8 ðàçìåù�åí 1 êëåò÷àòûé êîðàáëü ðàçìåðà 1× 3. Îäíèì âûñòðåëîì ðàçðå-

øàåòñÿ ïðîñòðåëèòü öåëèêîì âñå 8 êëåòîê îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà. Êàêîãî ìèíèìàëü-

íîãî êîëè÷åñòâà âûñòðåëîâ õâàòèò, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ðàíèòü êîðàáëü?

Ðèñ. 7

Îòâåò. 4 âûñòðåëîâ.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì 4 âûñòðåëà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Òî-

ãäà âèäíî, ÷òî êîðàáëü ãàðàíòèðîâàííî áóäåò ðàíåí. Ïîêàæåì, ÷òî

åñëè ñäåëàíî òîëüêî 3 âûñòðåëà, òî ìîæíî íå ðàíèòü êîðàáëü. Ïóñòü,

íàïðèìåð, â ñòðîêè ñäåëàíî íå áîëåå îäíîãî âûñòðåëà. Òîãäà â ëþáîì

ñòîëáöå, â êîòîðûé íå ñäåëàíî âûñòðåëà, ïðîñòðåëåíî íå áîëåå îäíîé

êëåòêè, è ïîýòîìó â ýòîì ñòîëáöå ìîæåò ñòîÿòü êîðàáëü, êîòîðûé íå

áóäåò ðàíåí.

Êîììåíòàðèé. Ïîêàçàíî òîëüêî, êàê çà 4 âûñòðåëà ðàíèòü êî-

ðàáëü � 3 áàëëà.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî 3 âûñòðåëîâ ìîæåò íå õâàòèòü � 3 áàëëà.
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Ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð 4 âûñòðåëîâ, íî íå îáúÿñíåíî, ÷òî áóäåò ðàíåí êîðàáëü � 1 áàëë

(âìåñòî 3 áàëëîâ ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ).

10.4. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå ÷�åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1000, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

n(n+ 1)(n+ 2)−m(m+ 1),

ãäå m è n�íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Îòâåò. Íåâåðíî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òð�åõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n(n+1)(n+
+ 2) äåëèòñÿ íà 3. Ðàçáåð�åì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 0 èëè 2 ïðè äåëåíèè íà 3, òî m(m + 1) äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, ÷èñëî

n(n+ 1)(n+ 2)−m(m+ 1) äåëèòñÿ íà 3.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, òî m(m + 1) èìååò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3.

Çíà÷èò, ÷èñëî n(n+ 1)(n+ 2)−m(m+ 1) èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî n(n+1)(n+2)−m(m+1) íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà
3. Òî åñòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 1004 â òðåáóåìîì âèäå ïðåäñòàâèòü íå óäàñòñÿ.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ïðîèçâåäåíèé íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3, íî íå ïðè-

âåä�åí ïðèìåð êîíêðåòíîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå ïðåäñòàâèìî â íóæíîì âèäå � áàëëû íå ñíèìàþòñÿ.

10.5. Ìîæíî ëè âûáðàòü ÷èñëî n > 3 è òàê çàïîëíèòü òàáëèöó n× n ðàçëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè îò 1 äî n2, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå íàøëèñü òðè ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ

äâóõ äðóãèõ?

Îòâåò. Íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàáëèöó óäàëîñü çàïîëíèòü òðåáóåìûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì

â êàæäîé ñòðîêå òðè ÷èñëà: äâà ìíîæèòåëÿ è èõ ïðîèçâåäåíèå. Îòìåòèì â êàæäîé ñòðîêå íàè-

ìåíüøèé ìíîæèòåëü. Òàê êàê ñòðîê n, òî âñåãî íàèìåíüøèõ ìíîæèòåëåé n. À òàê êàê îíè ðàç-

ëè÷íû, òî ñðåäè íèõ íàéä�åòñÿ òàêîé, êîòîðûé íå ìåíüøå n. Íî òîãäà â ñòðîêå, ãäå íàõîäèòñÿ

ýòîò ìíîæèòåëü, âòîðîé ìíîæèòåëü áóäåò íå ìåíüøå n+ 1. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå íå ìåíüøå
n(n+ 1) > n2. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.
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XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11 êëàññ
11.1. Èçâåñòíî, ÷òî

sinx cos y = cosx sin y =
1

2
.

Íàéäèòå cos 2x− sin 2y.
Îòâåò. −1 èëè 1.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïåðåìíîæèâ äàííûå ðàâåíñòâà è óìíîæèâ ïðîèçâåäåíèå íà 4, ïîëó÷àåì

sin 2x sin 2y = 1. Îòñþäà sin 2x = sin 2y = 1 èëè sin 2x = sin 2y = −1 (îáà ñëó÷àÿ âîçìîæíû;

äîñòàòî÷íî âçÿòü x = y = π
4
èëè x = y = 3π

4
). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ cos 2x = 0. Òîãäà cos 2x−sin 2y = −1

èëè cos 2x− sin 2y = 1.
Âòîðîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ èìååì

sin(x+ y) = sinx cos y + sin y cosx = 1

è, àíàëîãè÷íî, sin(x − y) = 0. Òîãäà x + y = π
2
+ 2πk è x − y = π` ïðè öåëûõ k è `. Íî òîãäà

2x = (x+ y) + (x− y) = π
2
+ π(2k + `), îòêóäà cos 2x = 0, à 2y = (x+ y)− (x− y) = π

2
+ π(2k − `),

îòêóäà sin 2y = ±1. Çíà÷èò, cos 2x − sin 2y = ∓1. Òå æå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî îáà îòâåòà

âîçìîæíû.

Êîììåíòàðèé. Ïîòåðÿí îäèí èç îòâåòîâ � ñíÿòü 2 áàëëà.

Áåç îáîñíîâàíèÿ ïðèâåäåíû ïðèìåðû óãëîâ, äàþùèõ îáà îòâåòà � 2 áàëëà.

Áåç îáîñíîâàíèÿ ïðèâåä�åí ïðèìåð óãëîâ, äàþùèõ îäèí îòâåò � 0 áàëëîâ.

11.2. ×èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó x > y > 2
x− y . Äîêàæèòå, ÷òî x

2 > y2 + 4.

Ðåøåíèå. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà x > 2
x− y è y > 2

x− y , ïîëó÷àåì, ÷òî x+ y > 4
x− y .

Èç óñëîâèÿ x > y ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáåé ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó íà íåãî ìîæíî

óìíîæèòü áåç èçìåíåíèÿ çíàêà íåðàâåíñòâà. Òîãäà ïîëó÷àåì: (x+y)(x−y) > 4, òî åñòü x2−y2 > 4.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî 4 íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëüøåå, ïîñêîëüêó ïðè 0 < ε < 1, x = 2/ε + 2ε è
y = 2/ε+ ε èìååì

x > y =
2

ε
+ ε >

2

ε
=

2

x− y
,

íî ïðè ýòîì

x2 − y2 = (x− y)(x+ y) = ε

(
4

ε
+ 3ε

)
= 4 + 3ε2,

÷òî ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 4 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.
Êîììåíòàðèé. Ïðè äîìíîæåíèè íà x− y íå îòìå÷åíî, ÷òî x− y > 0� ñíÿòü 1 áàëë.

11.3. Îêîëî îñíîâàíèÿ n-óãîëüíîé ïèðàìèäû ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòð ýòîé

îêðóæíîñòè ðàâíîóäàë�åí îò âñåõ ñåðåäèí áîêîâûõ ð�åáåð ïèðàìèäû. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû âñåõ

áîêîâûõ ð�åáåð ïèðàìèäû ðàâíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O�öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ A1A2 . . . An ïè-

ðàìèäû SA1A2 . . . An, òî÷êè M1,M2, . . . ,Mn � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû áîêîâûõ ð�åáåð

SA1, SA2, . . . , SAn ïèðàìèäû SA1A2 . . . An (ñì. ðèñ. 8). Êàê èçâåñòíî, âñå òî÷êè M1,M2, . . . ,Mn

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ýòà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ è ðàâíîóäàëåíà îò îñíîâàíèÿ è

âåðøèíû ïèðàìèäû). Îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç α.
Ïóñòü Q� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à SO ñ ïëîñêîñòüþ α. Òîãäà QMk, k = 1, . . . , n� ñðåäíèå

ëèíèè òðåóãîëüíèêîâ SOAk, è ïîòîìó ïðè âñåõ k = 1, . . . , n èìååì: QMk = R
2
, ãäå R�ðàäè-

óñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Çíà÷èò, Q � òî÷êà, ðàâíîóäàë�åííàÿ îò

âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà M1M2 . . .Mn, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

ìíîãîóãîëüíèêàM1M2 . . .Mn. Ïóñòü OH �ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä�åííûé èç òî÷êè O ê ïëîñêîñòè

α. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ OHMk, k = 1, . . . , n (îíè ðàâíû, ïîñêîëüêó

êàòåò OH ó íèõ îáùèé, à ãèïîòåíóçû OMk ðàâíû ïî óñëîâèþ), ñëåäóåò, ÷òî è òî÷êà H �öåíòð

îïèñàííîé îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèêàM1M2 . . .Mn. Çíà÷èò, òî÷êè Q è H ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî SO� âûñîòà ïèðàìèäû. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ SOAk,

k = 1, . . . , n, ñëåäóåò ðàâåíñòâî áîêîâûõ ñòîðîí ïèðàìèäû.

Çàìå÷àíèå. Îøèáî÷íûì ÿâëÿåòñÿ òàêîå ðàññóæäåíèå: òðåóãîëüíèêè OM1A1 è OMnAn ðàâ-
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ααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααα
MnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMnMn

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Ðèñ. 8
íû ïî äâóì ñòîðîíàì (OM1 = OMn è OA1 = OAn) è ðàâíûì âûñîòàì (âûñîòû, ïðîâåä�åííûå èç

òî÷åê M1 è Mn, ðàâíû, ïîñêîëüêó îíè ðàâíû ïîëîâèíå äëèíû âûñîòû ïèðàìèäû). Çäåñü îøèáêà

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûñîòû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû ðàññòîÿíèÿì îò

M1 è Mn äî îñíîâàíèÿ.

Êîììåíòàðèé. Â ðåøåíèè áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî SO åñòü âûñîòà ïèðà-

ìèäû� íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

11.4. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå äåëÿùååñÿ íà 6 ÷èñëî, áîëüøåå 1000, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)−m(m+ 1)(m+ 2),

ãäå m è n�íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Îòâåò. Íåâåðíî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n(n +
+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4) äåëèòñÿ íà 5. Ðàçáåð�åì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 0, 3 èëè 4 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) äåëèòñÿ íà 5.
Åñëè m èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè

íà 5.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) èìååò îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè

íà 5.

Çíà÷èò, ÷èñëî n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)−m(m+1)(m+2) ìîæåò èìåòü ïðè äåëåíèè íà 5
òîëüêî îñòàòêè 0, 1, 4. Òî åñòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 1002 â òðåáóåìîì âèäå ïðåäñòàâèòü íå óäàñòñÿ.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ïðîèçâåäåíèé íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê 2 (èëè 3) ïðè äåëåíèè íà 5,

íî íå ïðèâåä�åí ïðèìåð êîíêðåòíîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå ïðåäñòàâèìî â íóæíîì âèäå � áàëëû íå

ñíèìàþòñÿ.

11.5. Ìîæíî ëè âûáðàòü ÷èñëî n > 3 è òàê çàïîëíèòü òàáëèöó n× (n+ 3) (n ñòðîê è n + 3 ñòîëáöà)

ðàçëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n(n+3), ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå íàøëèñü òðè ÷èñëà,

îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ äðóãèõ?

Îòâåò. Íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàáëèöó óäàëîñü çàïîëíèòü òðåáóåìûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì â

êàæäîé ñòðîêå òðè ÷èñëà: äâà ìíîæèòåëÿ è èõ ïðîèçâåäåíèå. Îòìåòèì â êàæäîé ñòðîêå íàèìåíü-

øèé ìíîæèòåëü. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â ñòðîêå

îêàçàëèñü áû îäèíàêîâûå ÷èñëà. Òàê êàê ñòðîê n, òî âñåãî íàèìåíüøèõ ìíîæèòåëåé n. À òàê êàê

îíè ðàçëè÷íû, òî ñðåäè íèõ íàéä�åòñÿ òàêîé, êîòîðûé íå ìåíüøå n + 1. Íî òîãäà â ñòðîêå, ãäå

íàõîäèòñÿ ýòîò ìíîæèòåëü, âòîðîé ìíîæèòåëü áóäåò íå ìåíüøå n+ 2. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå
íå ìåíüøå

(n+ 1)(n+ 2) = n2 + 3n+ 2 > n2 + 3n = n(n+ 3).
Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.

Çàìå÷åíî, ÷òî ìíîæèòåëü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 � 2 áàëëà.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî â îäíîé èç ñòðîê ïðîèçâåäåíèå íå ìåíüøå n(n+ 1)� 2 áàëëà.
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